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AVIS DU LIBRAIRE. 

ié' auteur de ces Élémens ayant réuni dans ses Essai» 
sur FEnseignement en général y et sur celui des Mathé- 
matiques en particulier^ tout ce qu'il avait écrit sur la 
métaphysique de ces Sciences , a fait entrer dans ce der- 
nier Ousnrage , et avec des augmentations , les Discours 
qu'on trouvait à la tête du premier ^ sous le titre de 
Réflexions sur Tordre à suivre dans les Élémens de 
Géométrie ^ sur la manière de les écrire ^ et sur la mé-» 
thode en Mathématiques. Ces divers morceaujû font 
maintenant partie d*un corps complet de remarques 
sur toutes les branches de l'Enseignement des Mathé'^ 
Tnatiques élémentaires» 



■Ma 



Zouu exemplaire dto jyf'ééents t^raùS, dui nti 
porterai!^ paét ^ commej ci-deééouA^ le A éia nature A 
da l' c/luteuv eki dm Sîâraîrej , ^ercb Contrefaite ^ 
jCeA meéureéb n^ceââaii*eA éeronia priâeét pouv 
atteindre} > conformément S la> JOoi^ le& faêri^ 
cateurà, cl» leé^ déûitanà> dû ceA ^fcemplaiteà* 
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SupvLiMEVT an Traité d'Arithmétique , page xxxîj 

Article» concernant le toisé , xxxix 

Notion^ générales sur rétendue, i* 

I. L'espace que les corps occupent a trois dimensions, longueur , 

largeur et profondeur f oa épaisseur, 
Les limites des corps sont des surfaces , et n*ont qne denz dimen* 

sions, longueur et largeur ^ 
Les limites des surfaces, ou leurs rencontres mutuelles, sont âm 
' lignes, e{, n'ont qu'une seule dimension, longueur, 
Les limites des lignes, ou leurs rencontres mutuelles, sont dot 

points, qui n'ont aucune dimension, ibid. 

3. La ligne droite est le plus court chemin pour aller d'nn point h 

un aurre. 
Une ligne droite est déterminée par deux points, et ne peut so 

prolonger aurdelà que d^une seule manière , 
Le plan est une surface à laquelle on peut appliquer une li|pie droita 

dans tous les sens , 9 

PREMIÈRE PARTIE. 

SECTION PKemi^. RE. 

Des propriétés des lignes droites et circulaires, 3 

Définitions et notions préliminaires , 

3. On ne considère, dans les Éle'mens de Géométrie, qne denz 
espèces de lignes , savoir la ligne droite , et la ligne circulaire 
dont tous les points , situés sur le même plan , sont également 
éloignés d'un antre point pris dans ce plan , et qu'on nomme le 
centre , 

Les droites qui mesurent la distance des points quelconques de la 
circonférence à son centre, sont les rayons du cercle , 

Une partie quelconque de sa circonférence se nomme arc , 

On entend par cercle la portion du plan terminée de toutes parti 
par la ligne circulaire , 

Pour trouver tous les points qui sont à une distance donnée d'un 
point donné, il faut décrire de ce dernier, comme centre^ et 
avec un rayon égal à la distance donnée , une circonférence de 
cercle , ^ 

i|. Mesurer la distance de deux points ou 'ki longueur d'une droite, 
c'est chercher combien de fois cette droite ea contient une autrç 
priK pour imité , 

an 
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fin gcncral, mesurer une ligne par une autre, c'est chcrdicr U^ 

rapport de ces deux lignes, ou chercher s^il n'y a pas une ligne 

plus peûtc qui soit contenue un nombre exact de fois dans 

Pune et dans Pautre , et tjuï par conséquent soit la commune 

. mesure des deux , 4 

B, Problème. Deux droites e't^t données , trouver leur commune 
mesure, pu au moins le rappvrt approché de Pune à Vautre , ibid. 

6. Une droite n'en peut rencontrer une autre qu'efn un seul point, ^ 

7. L'espace indc'fîni compris en^e deux droites qui se coupent en un 
poin t , et qu'on peut concevoir prolongées autant qu'on le voudra, 
se nomme angle, 

IjC pomt où s^ rencontrent le» lignes, ou les cotés qui forment 
l'angle, se nomme sommet, 6 

^. Deux angles i^oot égaux lorsqm'étant posés l'un sur l'autre , ils se 
recouvrent parfaitement , 

Jl n'est pas nécessaire , pour que Pcgalité ait lien , que les c6tés d'ua 
angljB aient la même longueur que ceux de l'antre ; il suffit seu-r 
|em«iit qu'iJs se recouvrent d|uis la partie qui leur est corn? 
mune, ibid, 

Qf La position respective de deux droit^ dépend de l'angle qu'elkf 
■font entre elles, 

XJne ligne est perpendiculaire sur une ajatr.e quand elle fait aveo 
cett6 autre ûeux ai^l<* égaux^. 

fuSi perpendiculaire ne penche vers ancawi ^té de la droite qu'elle 
rencontre , . * * 

Les angles qu^elles forment sont nommes angles droits , 

Tout angle moindre qtt%m droit , se nomiue angle aigu , 

Tout angle plus grand qu'un droit, se nomme angle obtus, 

Tou^ les angles (ifçits sont é|;aux, ibid. 

j[o. La somme de tous les angles qu'on peut faire du même c6(fs 
4'une droite et autour d'un ^e ^es points pris pour sommet, équi- 
vaut toujours à deuç droits , en. quelque nb^lMre que soient «;e« 
angles, j 

|i. Lorsqu'une droite tombe «ur une autre, elle fait avec cette 
autre deux angles qui, réunis , valent deux droits, 

Deux droites qui se coupent forment autour de leur point de rcnr 
contre quatre angles qui sont opposés par le sommet deux h 
deux , ibid. 

12. Tltéorènte. Les angles opposés par le sommet sont égaux , 3 

i3. Corollaire. Deux perpendiculaires forment entre elles quatre 

anglies droits , ' 

La somme de tous les angles qu^on peut former autour d'un poinjt 

ne vaut jamais que quatre droits , ibid, 

^4* On ne peut enfermer un espace par un nonibre ^e droitC;^ 

;^oind^e tfue trois ^ cet espace ae nomgie tfiangh, • 9 
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|5 Remarques. La somme de deux côtés d'an triangle surpasse le 

troisième , 
Si ]*on prend danslMnte'rieur d'un triangle un point quelconque, et 

qn^on tire des droites de £e point à deux angles du triangle , la 

somme de ces droites sera moindre que celle des deux côtés da 

t^angle qni les enveloppe. 
On distingue six choses dans un triangle, savoir trois an^cs et trois 

côtés , 
U y a entre ces six choses des relations nécessaires, (. 9 

j6. Théorème. Lorsque deux triangles ont un angle égal^compris 

entre deux côtés égaux , chacun à chacun , ils sont égaux dans 

toutes Ic^ au très parties, "> i« 

17. Corollaire, Un triangle est entièrement déterminé par l'un de 
ses angles et les deux côtés qui le comprennent, 11 

18. Théorème^ Lorsque deux triangles ont, chacun à chacun, un icôté 
égal adjacent à deux angles égaux , ces triangles -iont parfaitement 
égaux, ibidi 

19. Théorème, Si deux côtés d^nn triangle sontrespectivetftient égaux 
. à deux côtés d'un autre triangle , et que l'angle compris entre les 

deux premiers soit moindre que l'angle compris entre les deox 
derniers, le côté opposé au plus grand de ces deux angles snrpat* 
sera le côté opposé à l*autre , ibid, 

90. Corollaire, Deux triangles dont les trois côtés sont égaux, chacun 
à chacun , sont égaux dans toutes leurs parties , i3 

3 ï . Pro blême. Les trois càtéa tl'nn triangle étant donnés séparément, 
décrire le triangle , ibid. 

22. Remarque, Pour qu'on puisse former un triangle- avec trois 
lignes données , il faut que la somme de deux quelconques de ce* 
droites soit plus grande que la troisième , ibid, 

aS. Problème, Par un point donné , pris sur une ligne donnée, faire 
un angle qui soit égal à un angle donn^, i4 

a4» Problème, Un triangle étant donné, en constraire un autre qat 
lui soit égal , en employant à la construction de ce dernier nn 
angle dn premier et les deux côté» qni le comprennent , i5 

a5. Problème. Un triangle étant donné, en construire un autre qui 
lui soit égal , en employant à la construction de ce dernier un côté 
du premier et les deux angles adjacena, ibid^ 

Des lignes perpendiculaires et des obliques, i5 ' 

26. Théorème. Les lignes qui partent d'un point quekonqne de I4 
perpendiculaire, et qui s'écartent également de son pied, sont 
égales , et celles qui s'en écartent le plus son t les plus longues, ibid, 

97. i"* Corollaire. Deux obliques qui sont égales tombent néces« 
sairement de différent côtés de la perpendiculaire ^ mai» à égaie 
difftaacf de«onpied, . i^i 

a ix 
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ajS. J' Corollaire, La perpendiculaire est la plus conrte de toote^ \&n 
lignes que l'on peut mener d'un point à une ligne donnée j lors? 
qu'elle tombe sur le piilieu de cette droite, elle a U)us ses pointu 
h égale distanqe des deux extrémités , et tous les points pris horf 
.de ]a perpendiculaire sont inëga)emenjt éloignés de ces extré- 
mités. D'un point à une droite, on ne saurait titrer ^oi# droites 

39. Problème, Mener sur une ligne donnjée une perpendiculj|ire qui 
la partage en deux parties égales , ibid, 

.3o. Problème. Paf un poin( donné sur une droijbe, (élever une per«> 
pendiculaire à cette droite, 18 

,3i. Problème, Par un point donné pri^ Kors d'une droite, abaisser 
une perpendiculaire su)r cette droite, ibid* 

33. Théorème. D'i^ point pri$bor9 d'une droite, on ne peu| abaisser 
sur cette droite qu'une seule perpjsndiculai^e. La yuéiq^e chose a lieu 
pour tout point pris sur la ligne donnée , ibid, 

33. i**" Corollaire. Deux droites perpendiculaires à une troisième ne 
se rei^cop^ent point ,qnelque prolongées qu'on le» suppose, soit 
au-dessus, soit au-dessous de ce^e dernière,. 19 

314* ^* 'Corollaire. Deux triangles q^i ont chacun un angle droit, 

. sont- égafi;( , |°. lorsque lei^s côtés reçpecfÎYement opposés a^ix 

.angles droits ainsi qu'un de leurs autres angles, sontégaux ; 

a^. lorsque, outre les côt^ opposés aux anglies droite, ils onjç 

encore un côté égal, chacun à chacun, ibid. 

35. Remarques. he second cag de l'éggli^^ qi|*ona prouvé cirdessu^ 
. pour les' triangl*»^ q»» «^nt un qingle droit, ne convient p?às gjénér 
.. ralemen^ à- tous les.antres , ^ 

36. Théorème. Lorsque deux côtés d'un triangle jsont égaux, |e| 
angles opposés à ces côtés sont égaux ^ et lorsqu'ils sont inégaux , 
le plps grand des deux est opposé au plus grand angje^, 91 

37. Corollaire. Si deux angles d'vui triangle sont égaux entre eux , 
t les côtés opposés à ces angles sont aussi, égaux entre eux. Le plu^ 

grand de|$ deux côtés est celui qui est opposé au plus grand anglie. 

Enfin quand les trois côtés d'un triangle sont égaux, les troif 

. angliss le sont aussi, et réciproquement, ibid, 

38. Les triangles dont les côté^ sonjt inégaux, se nojnmenisçalènes ; 
. ceux qui ont deux côtés égaux se non^ment isocèles , et C0ux dont 

les ^ro;s côtés sont égaux , se noxmuent équilatéraux, 2% 

Théorie des parallèle y a^ 

39^ Depx droites qui , quoique situées dans pn mime plan , ne sis 
..rencontrent pas, sonjL dites parallèles entre elles. 
Deux pe^pe&diculaires à une m<Smc droite sont donc parallèles, ib^ 
40;. liffmarquç. Uiqip d^oi^e éjtant per^icjadiculalirQ sur unis ^utrç^ 
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toute (Leite qui seia oblic[ue h ccUcm;! étant prolongée suffisain» 
ment, rencontrera nécessairement lapreiuiète^ aa 

JYote ovi l'on prouve cette proposition , aS 

4'* Corollaire. Devaç droites respectivement perpendicDlaires k 
deux autres droites qui se CQupent, doivient néces^iremeat so 
rencontrer, ^ 

42. Théorème, Lorsque deux droites sont perpendiculaires à une 
troisième , toutes celles qui sont perpendiculaires sox Tune des d'eui( 
premières, sont en même temps perpendiculaires sur Tautre , ibid^ 

43. Corollaire, Deux drpltes parallèles à une troisième, sontparai-» 
lèles entre elles , , a5 

44* 2'fiéorèmp* Lorsque deux droites parallèles entre elles sont cour* 
pées par une troi^iè^ie , les angles qu^elles font avec cette der» 
nière, d'un miéme côté, l'un en dehors, l'autre en dedans , son| 
éggux entre eux, ibid, 

45. Théorème, Si deux droites font avec une troisième , et d'un 
même côt^ , par rapport à celle-ci , des angles égaux , l'un en 
dedans , l'autre en dehors , ces deux droites sont pan^lèles entra 
elles, ibid. 

46. Remarques, On appelle sécante totue droite qui conp« des paral- 
lèles. Les angles situés du même côté de la sécante , et dont Tour 
verture est tournée du même côté , se nonmient angles oorresponf . 
dans. Tous les angles dont l'ouverture est entre les parallèles , se 
nomment angles internes ; et on appelle angles externes ceux , 
dont ^'ou^rture est en dehors. Les angles qui sont dans une 
situation opposée, tant par rapport à là sécant» «pie par rapport 
aux parallèles , se nomment angles alternes , a6 

47 • T/iéorème. Lorsque deux parallèles sont coupées par une s^cantfl^ 
)". Les angles coEjnespondans sont égaux , 
3°. Les angles alternes internes sont égaux, 
3°* Les angles alternes externes sont égaux , 

4^* Les angles interne» d'nn même c(Aé fonnënt deux angles 
droits 9 

5°' Les angles externes d'un même côté forment deux angles droits, 
6°. Lorsque l'une quelconque de ces propriétés a lien , les droites 

sont nécessairement parallèles , 37 

4Â. Problème. Par un point donné , mener une droite parallèle k 

une droite donnée, 39 

49* Problème. Par un point donné pris hors d'une droite, en mener 

une autre qui fasse avec la première un angle égal à un angle 

don|ic , ibid» 

5o. Thénrème. Les angles qui ont les côtés parallèles et J'onverturo 

placée dans le même sens , sont égaux , 3o 

Sf. Théorème. Les trois «unglo^ d'un l|:iaDgle rcunîs valent toujours 

/]^px angles droits. ibidf 
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iK B. laXdfft ertérieurà^vsk triangle raot à loi seul ki drax an^ef 
inltneuth ftp^fêéa f 3l 

53* Corollaire. Qnand denz angln d^nn triangle sont respectivement 
<fganz & deux angles d^an autre triangle, le troisième angle de Tmi 
e*t rgal au troisième angle de Tantre , 

Un triangle ne peat avoir qa^'un seul angle droit , et à plos forte 
raison fffi*un senl angle obtus , ibid, 

53. On nomme triangfe rectangle celai qui a un angle droit , 
acutangle celui qui n*aque des angles aigus , et obtusangte celui 
qoi a un angle obtas. Les deux dernières espèces sont comprises 
sous la dénomination de triangles obliquangles. Dans le triangle 
^uilatfiral , dont tons les angles sont égaux , chaque angle est lei 
deux tiers d'un droit , ibid» 

54* 7%éorème, ht» parties deparallèles interceptée! entre parallèles 
sont légales, et rëciproquemcnt y , ibid* 

55. Corollaire* Deux parallèles sont partont également ëloignëec 
Tune de Tautre , 3^ 

56. Théorème* Si deux droites quelconques sont couples par un 
nombre quelconque de parallèles menées par des points pris à 
des distances égales sur la première , les parties de la seconde se- 
r(»nt aussi égales entre elles , ibid,r 

57. Corollaire, Un nombre quelconque de parties de la première 
droite est à un pareil nombre de parties de la seconde , comme 
la première droite entière est k la seconde entière» 33 

58.' Théorème. Trois parallèles roo|>ent toujours deux droites quel- 
conques m |Nttiles pro|M>rtionnellet , ibid, 

JVotc sur les rapporta incommensurtUM , 35 

59. i9r OiroiiiHre. Si on mène dans uo triangle une droite paraUèlç 
1^ Pan des cAtes , les deux aotitt celés semât coupes en partie» 
prtiporlionnelles par c«tle droite « 36 

5«%. !i« Cor\Mmrf, Réciproquemeiit lovtqnVnt dioît» coupe deux 
eAira dNin tfiMi|U tn partiet pc«^M)itîôttMies, elle est parallèle 
au trt^iaièiiie. ièid, 

tu. y C»ml/«iV«. lAèroitt» ^ 4vr«M«iae«X|HMM^gaksraBdtt 
aw^Wa d\wii tmi>(pik ywl e c ii q ^w » pagtiy k c4tt O ff » > <m dwn 

«|t««« aiàt w^ >» » 4i^ l>M¥hK «% ^fM^ ^ <0m% i^« «èiMi r^ et 
«Un» INkMt^v , «»i>«t ^j>f^«%%^ ^ <JK^ «MSiV v)^?*iA\«. <K <^*«« ^ poffr «««te 
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triangles sont par conséquent semblables , 3^ 

as. Corollaire. Deux triatigles sont semblables , i^. lorsqu'ils ont 
seulement deu^ angles égaux chacun à chacun j a^. ionque leurs 
côtes sont respectivement parallèles^ 3^. lorsque leurs côtés sont 
respectivement perpendiculaires , . ibidm 

66. Théorème. Deux triangles sontsemljlableslorsquMlsontun angle 
égal , chacun h chacun ^ compris entre des côtés proportionnels , 4^ 

67. Théorème. Deux triangles-qui ont les côtés proportionnels , cha- 
cun à chacun, sont seniblable^, ibid, 

6S. Problème. Construire sur une-droite donnée un triangle sem- 
blable h un triangle donné , 4^ 

69. Théorème. Tant de lignes qu'on voudra , menées par un même 
point, et rencontrées par deux parallèles, sont coupées par ces 
parallèles en parties proportionnelles, et le» coupent aussi en pai' 
ties proportionnelles , ibid, 

70. Problème. Diviser une droite donnée de la même maâiàrequ'uue 
autre est divisée, 4^ 

71. Remarque. Autre solution de la mékae question , ibid, 
73. ler Corollaire. Division d'une droite en parties égales, 4^ 
73. a« Corollaire. Construction de» échelles , ibid. 
j4« Théorème. Si , de l'angle droit d'un triangle rectangle « on abaisse 

une perpendiculaire sur le côté opposé , qu'on nomme hypoténuse^ 
i^. cette perpendiculaire partagera le tiiangle en deux autres qui 
fui seront semblables , et qui le seront par conséquent entre eux ^ 
:)**. ellediviscral'hypoténuseen d«mx parties ou sc^wew*, tels, que 
chaque côté de Fangle droit sera moyen proportionnel entre le 
segment qui lui est adjacent et l'hypoténuse entière; 3®. lapeiv 
pen^liculaire sera moyenne proportionnelle entre les deux seg- 
mens de l'hypoténuse , 4? 

75. Corollaire. La a« puissance du nombre qui exprime lalongueur 
de l'hypoténuse est égale à la somme des secondes puissances dès 
nobibres qui expriment les longueurs des deux autres côtés , 4^ 

^. l%éorème. Les trois côtés d'an triangle quelconque étant rapr 
portés à une mesure commune , et exprimés par conséquent en 
nombres , si , de Pextrémité de l'un qiielcbnque de ces côtés , on 
abaisse une perpendiculaire sur l'un de^ deux antres, la seconde 
puissance'du premier sera égale à la somme des secondes puis- 
sances des derniers , moins deux fois le prodoit du côté sur lequel 
tombe la perpendiculaire, par la distance de cette perpendiculaire 
à l'angle opposé au premier côté, si cet, angle est aigu*, et plus 
deux fois le même produit , si cet angle est obtus , ibid. 

^7. Corollaire. Un triangle est acutangle , rectangle ou obtusangic, 
selon que la seconde puissance du plus grand de ses côtés est 
moindre que la somme des secondes puisfances des deux autre* 
g^l^yés , r^ale on la surpasse,, §0 
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Des polygones ^ 5i / 

78. Les surfaces planes terminées par nn assemblage qtielcon^e do 
lignes droites , se nomment polygones , 

Le plus simple de tous est le triangle ; les polygones de cpatre c^tés 
se nomment en général quadrilatères , de cinq pentagones , de 
six hexagones , de sept eptagones , de huit octogones , de 
neuf ennéagones , de dix décagones , de douze dodécagones. 
de quinze pentédécagones , 

Les angles dont rouvertare est en dedans du polygone , sont de& 
angles saillans , ceux dont TouTerture est en dehors se nomment 
rentrans , 

Les lignes tirées des angles du polygone, qui ne sont pasadjacens au 
même cdté , se nomment diagonales < ibid, 

79. Le polygone de quatre côtés, dont les c6tés opposes sont paral- 
lèles y est un parallélogramme , 

X®. Chaque diagonale partage le parallélogramme en deux triangles 
égaux , 

9**. Les côtés opposés d'an parallélogramme iont respectivement 
égaux y 

3^. Si les côtés opposés d'une figAre de quatre côtés sont égaux, oa 
bien si deux côtés opposés sont égaux et parallèles , cette fignre 
est un parallélogramme , ^' 

80. JTiénrème. Les deux diagonales d*an parallélogramme se coupent 
mutuellement en denx parties égales , ibid» 

81. Théorème, En joignant l'un des angka d'un polygone à tous 
les antren , «u partage ce polygone en «n nombre de triangles égal 
à celui de ses côtés, diminué de deux unités , ibid^ 

.8a. Corollaire, La somme de tous les angles intérieurs d'un polygone 
vaut autant de fois deux droits qu'il a de côtés moins deux , 53 

83. Théorème, Si l'on prolonge dans le même sens tous les côtés 
d'un polygone qui n'a point d'angles rentrans, la somme des 

. angles extérieurs est égale à quatre droite , quel que soit d'ailleurs 
le nombre des côtés du polygone , ibid^ 

84* Remarque, Deux polygones sont égaux lorsqu'ils sont com- 
poses d'un m^e noiôbre ép triangles égaux et semblablement 
disposés y 54 

85. Théorème, Lorsqu'on connaU tous les côtés d'un polygone , à 
Pexception d'un seul, et qu'on connatt aussi les angles compris 
entre les côtés donnés, le polygone est déterminé et peut être 
construit , ibid. 

86. Remarque, Pour déterminer un polygone d'un nombre iV de 
côtés , i l fant a iV — 3 choses données , parmi lesquelles les angles 
ne doivent compter que pour iV"— i données , 55 

87. On nomme polygones semblables ceux dont lès angles sonj 
vgaux , et dont les côtés homologues sont proportionnels , ihid^ 
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66. Tfiéorimé* Dent polygones composés d'un m^mé llom'brc à4 
triaii|;les semblables, chacun à chacun, et semblablement disposés,, 
ont leurs angles égaux, chacun à chacun , leutis cdtés homologues 
proportiounels ^ et sont par conséquent semblables , 55 

Sg. Théorème, Loraque deux polygones sont semblables , ils sont • 
composés d'iin même nombre de triangles semblables chacun k 
châciiH j et semblablement disposés, 56 

K^. Problème, Construire sur une ligne donnée un polygone sem- 
blable à un polygone donné , 57 

91. Remarque, Autre manière de partager de» polygones en trian« 
gles, ibid, 

Note sur Part de lever dés plans ^ 58 

ga. Théorème, Si l'on tire dans deux polygones semblables deux 
droites qlii soient semblablement placées dans l^un et dan» 
l^autre, elles seront proportionnelles aux côtés homologues des 
polygones ) ibid* 

q3. Théorème* Les contours de deux polygones semblables sont 
ebtrè eux comme les côtés homologues de ces polygones, 69 

De la ligne droite et du cercle , 60 

94* Une droite et un cercle ne peuvent sexïonper en plus de deux 

points , 
Toute droite qui coupe la circonférence du cercle et qui est pro- 
longée au dehors , se nomme sécante , 
La partie de cette droite comprise dans le cercle, senômm«eor^tf , ib^ 
gS* La corde qui passe par les extrémités d'un arc ou qui le soutendp 

est dite sa corde , 
La même corde appartient à deux arcs, qui, réunis^ forment la 
circonférence entière , ibid* 

g|6. Lorsqu'une corde passe par le centre f on lui donne le nom de 

diamètre , 
Tous les diamètres du cercle sont égaux entre eux , 
Le diamètre est la plus grande des droites qu^on peut tirer dvH la 
circonférence du cercle , ibid- 

97. Le diamètre partage la circonférence en deux parties égales. 
Deux cercles décrits d^un même rayon sont égaux , ibid^ 

g8. Théorème, Si l'on porte un arc quelconque de cercle sur un auère 
arc du même cercle ou d'un cercle décrit du même rayon que le 
premier, de manière que deux points quelconques de l'un des 
arcs tombent sur Tautre, et que les convexités soient tournées dil 
même côté, le plus petit de ces arcs se confondra dans foute son 
étendue avec le plus grand , 61 

Ifote sur cette propriété du cercle, qui lui est commune avec la 
. ligue droite , «t qui prouve la similitude de toutes ses parties on 
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l'iiniformU^ (le sa coiuKure, 6i 

99. Corollaire. Dans un même cercle ou dans dènx cercles décrits 
du même rayon.^ les arcs doi\t lés cordes sont égales , sont égaux 
lorsqu'ils sont de même espèce, c^st^h-dire tous moindre que la 
demi-circonférence ) on tous plus grands j et réciproquement 
quand les arcs sont égaux , les cordes sont égales , ihid. 

Jloo. Théorème. Dans un même cercle ou dans des cercles égaux, le 
^plns grand arc a la plus grande corde , et réciproquement, pourra 

' toutefois que les arcs que Ton compare soient moindres que la 
demi-circonférence , 6a 

201. Pfnblème. Deux arcs du même cercle ou de cercles égaux étant 
- donnés , trouver le rapport de leurs longueurs , ibid. 

toa. Remarque. La droite qui n^a qu'un point de commun avec le 
cercle , ou qui né fait que le touclier , se nomme tangente , 63 

to3. Théorème. La perpendiculaire menée par un point de la cir- 
conférence du tercle, sur le rayon qui passe par ce point, est 
tangente au cercle { et réciproquement la tangente , à un point 
quelconque de la circonférence, est perpendiculaire à l'extrémité 
' du rayon mené parce point , 64 

tQ4« Corollaire. On mène une tangente h un point donné de lacit- 
conférènce du cercle , en élevant une perpendiculaire à l'extrémité 
du rayon qui passe par ce point , ibid* 

io5. Théorèmci Toute droite élevée perpijndiculairement sur le 
milieu d^une corde , passe par le centre du cercle et par le miliea 
de l'arc sontendu par «Jette corde , ibid. 

Î06. jer Corollaire. Le milieu d'une corde, le centre du cercle et 
le milieu de l'arc soutendu par la corde , étant en ligne droite , 
dès qu'une droite passe par deux de ces points , elle passe néces^ 
sairement par le troisième , ' . 

Tonte perpendiculaire abaissée du centre ou du milieu de l'arc-, iur 
la corde , tombera sur le milieu de cette droite , 65 

107. a* Corollaire. Pour diviser un arc en deux parties égales, il 
suffit d^élever une perpendiculaire ^ sur le milieu de la corde qui 
soutend cet arc , ibid, 

to8. Théorème. Les arcs interceptés dans un même cercle entre deux 
cordes parallèles , ou entre une tangente et une corde parallèles , 
sont égaux, ilfid. 

109. Théorème* Si des sommets de deux angles , on décrit deux arcs 
de cçercle du même rayon , le rapport des arcs compris entre les 
câtés de cbaque an^e , sera le même que celui de ces angles , 66 

110. i^f Corollaire. Le rapport des arcs étant le même que celui des 
angles , il s'ensuit que la mesure d'un angle est Tare de cercle com- 
pris entre ses côtés, et décrit de son sommet comme centre, 68 

ï 1 1 . a* Corollaire. Les droites qui divisent un arc en plusieurs parties 
égales y divisent aiusi dao» un même pombre de parties égakt 
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longaenrs des cordes qui partent de la même ezlrémitié d^uticidia^ 

. mètre , sont proportionnelles aux segmens compris sur cediam^ètre, 

entre Textrémite' commune à toutes les cordes et le pied de la 

perpendiculaire abaissée dé Fautre extrémité, 83 

Des polygones inscrits et circonscrits au cercle , 84 

235. Remarque. On peut faire passer un cercle par les sommets des 
angles d^un triangle quelcuntpie. Dans ce cas , le triangle est ins* 
crit au cercle, et le cercle est circonscrit au triangle. 

Autre démonstration des propositions des numéros 36, 37 et 5i , ib* 

l36. Problème, Inscrire un cercle dans un triangle donné , c'est-à- 
dire, décrire dans Tintérieur de ce triangle un cercle qui ne 
fasse qu'en toucher les trois côtes , ibid. 

t^'j. Remarque. On ne saurait généralement inscrire dans un cercle 
tous les polygones de quatre ou d'un plus grand tiombre de 
côtés, 85 

iVbfe sur le caractère des quadrilatères inscrits au cercle , ibid. 

l38. Théorème. Tout polygone d'un nombre quelconque de côtés , 
lorsqu'il est régulier , c'est-à-dire lorsqu'il a tons ses angles 

^ égaux et tous ses côtés égaux , peut être inscrit et circonscrit au 
cercle , " 86 

l3p. Les angles formés par les rayons menés du centre du polygone 
à chacun de ses angles, se nomment angles au centre, et leur 
comme étant équivalente à quatre droits, chacun d'euiuest égal 
à cette somme , divisée par le nombre des angles ou des côtés du 
polygone proposé, 87 

l40' Théorème.^es polygones réguliers d'un même nombre de 
côtés sont semblables, et leurs contours sont entre eux comme les 
rayons des cercles auxquels ils sont inscrits ou circonscrits , ibid. 

X^i. Problème. Un polygone d'un nombre quelconque de côtés étant 

inscrit au cercle , inscrire dans le même cercle un second polygone 

d'un nombre de côtés double de celui des côtés du premier et trou- 

• Yer la valeur de l'un des côtés du second , 88 

x43* Le quadrilatère dont les angles et les côtés sont égaux, se 
nomme quarré, chacun de ses angles est droit, ' 89 

j^3. Remarques. Le quarré est un parallélogramme j le parallélo- 
gramme dont les côtés sont égaux et les angles inégaux, «e 
nomme rhombe ou lozange , celui dont les quatre angles sont 
droits et les côtés inégaux , se nomme rectangle; tout rectangle 
peut s'inscrire dans un cercle , ibid. 

l44« Problème. Construire un qnairé sur une ligne donnée, go 

145. Problème. Inscrire dans un cercle les polygones de 4> 8, 16, 

.3a, 64, etc. côtés, ihid^ 

JVofe sur la manière d'obtenir (/a géométriquement, gi 

246. Problème. Inscrire dans un cercle les polygones de 3 , 6 ^ la , ni, 

48, etc. côtés , ibid, 

Céométrii* 7* édition. \i 
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i47« Problème» Inscrire dans un cerde lespoi^gonet de 5, fo, 9#^ 
4o, etc. tbléê^ gs 

)4B« Remarque. La diffôrrace entre les arcs sontendns par ks cÀtë» 
4e l'hexagone et da décagone , donne la quinzième partie de la 
«îrconférenee , la corde de cet arc est le cAté dn penc^ëca^ 
gone, et par sa bissecttonp on obtiendra les polygones de 3a, 
609 etc, cdtés , ^ 

Ifote sur la diTision da cercle en a'v-f'f panses , ibitl. 

j^g. Problème» Un pol]rgone régulier d'un nombre qBelcooqoe d« 
côtés étant inscrit dans un cercle , circônscrirte an mâme cercle un 
polygone régulier do même nombre de côtés ; et réciproquement 
le polygone circonscrit étant donné , construire le polygone ina- 
crit, 94^ 

iSo. Corollaire» Espresaioii/ du côté du polygone régnfier circonscrit 
par le moyen de celui du polygone inscrit correspondant , 9$ 

i5i. Itemar^fues. La différence entre le polygone inscrit et le poly- 
gone circonsodt correspondant , diminue à mesure qu^on augmente» 
le nombre de leurs côtés, et on peut toujours trouver deux poly^ 
goneSy Tun inscrit, l'autre circonscrit, tth , que la dtfliifrence 
de leurs contours soit moindre qu'une grandeur donnée , quelque 
petite qne soit cette grandeur , 9$ 

l5a. Corollaire, La circonférence da cercle eat moindre qne le 
contour do polygone circonscrit, et plus grande qne ceim do 
polygone inscrit ; on peut toujours trouver on polygone, soit 
inscrit, soit circonscrit, tel , que la diffi^rence entre «on contour 
«t la circonférence du cercle soit moindre qu'und^lrandear donnée , 
craelque petite que soit cette grandeur , 9S 

i53. Théorème. Si deux grandeurs iiivariables , AttB, sont telles , 
qu^onpuisseprouYerqne leor différence^— J^ est moiadrequ'uni 
troisième grandeur ^, quelque petite que puisse être cette* der- 
nière , cCs deux grandeurs sont égales entre elles , ibid, 

l54< Théorème, Les circonférences des cercles sont entre elles 
comme leurs rayons oo leurs diamètres , 99 

iVbte. Autre démonstration du même théorème , loo 

l55. Corollaire. Moyen de calculer la longueur d'une cîieonfiérencc' 
dont on connaît le rayon, loi 

a 56. Problème» Trouver le rapport aj^roché de la circonférence ao 
diamètre, , ihid, 

Ifote» Rapport de la circonférence au diamètre, eonaigoé daos on 
ouvrage des Brames , 1 04 

1 S7. Remanfue. Solution abrégée do problème prébé^cnt , ibid^ 

SECTION IL 

f)ê taire des polygones et de celle du cercle, 107 

iSS. La portion d'étendue renfermée entre les lignes qui terminent 
«ne figore, se nomitte la surface ou Voire da cette figooe^ 
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tS). Deas figares de formes différentes, mais d'une ^fendue épSèp 
on renfeimant des aires «gales, sont dited équivalentes , ibld% 

lOo. Daui les triangles et dans les parallélogrammes, on prend arbi- 
trairement ponr base an des cdtés, et on appelle hauteur la per- 
pendicnlaire abaissée deTangle opposé à ce c6té dans le triangle, où 
d'an point quelconque du côté opposé dans le parallélogramme, io8 

i6i. Théorème. Deux parallélogrammes de même base et de même 
haattar, Mnt ëqaivalens , ibid. 

169. Théorème. Un triangle quelconque est la moidé d'un parallé- 
logramme de même base et de même hauteur, 109 

l63. Corollaire. Defcc triangles qui ont même base et même hauteur 
sont équiyaJens , ibidm 

i64« Problème. Transformer un polygone en un autre qui ait ua 
côté de moins , et qui soit équivalent , ibid. 

ï65* Corollaire* On peut changer ainsi un polygone quelconque ea 
an triangle équ iraient , 1 10 

1G6. Théorème, Deux rectangles de m^me base sont entré eux 
comme leurs hauteurs , ibid* 

167. Théorème. Deux rectangles quelconques âont entre eux comme 
les produits de leurs bases par leurs hauteurs , lia, 

Bfotes sur la considération des produits des aires , 1 13 

,|68« Remarque. Sur la mesure des aires en général , et sur le sens 
de Pexpression, Vaire d'un rectangle est égale au produit de sa 
bote par sa hauteur f ibid. 

169. i«r Corollaire. L^aire d'un qaarré se mesure par la seconde 
puissance de son côté , .1^4 

170. 3« Corollairç. L^aire dCun parallâogramme se mesure par le 
produit de «a base par sa hauteur , 

Deux parallélogrammes quelcon^es sont dans le rapport des pro- 
duits de leurs bases par leurs hauteurs, iiS 

171. 3« Corollaire. L'aire d'un triangle est mesurée par la moitié da 
MToduit de sa base par sa hauteur , 

Les triangles quelconques sont entre eux comme les produits de 
leurs bases par leurs hauteurs , ibid. 

17a. Problème. Transformer un parallélogramme ou un triangle eu 
un quarré , ibid^ 

173. Vorollaire. Transformer un polygone quelconque en un quarré 
' équivalent, 116 

174. Remarque. On évalue l'aire d'un polygone quelconque eh pr5* 
> liant la somme de celles des triangles qui le composent, ibid* 

175. T%éprème* L'airé d'un quadrilatère dans lequel deux côtés sont 
parallèles, et qu'on nomme pour cette raison trapèze, se mesur« 
par le produit de la demi-«omme des deux côt(^ parallèles « multi- 
j|iLée par U hMUeur prilé ÙUtt CCS côtéi 9 

b ij 
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L'aire da trapèze se mesure par le produit de sa hantenr , par nirr 
ligne menée h égale distance des deux ba§es parallèles , 'ii& 

176. Théorème. Les aires des polygones semblables sont entre elles 
comme les quarrcs des côtes homologues de ces polygones, 117 

177. Théorème. Les aires de deux triangles qui ont un angle 
commun , . sont dans le rapport des produits des côtes qui com- 
prennent cet angle, 119 

178. Théorème. Le quaiTe construit sur Thypoténuse d''un triangle 
rectangle , est équivalent à la somme des quarrés construits sur les 
deux autres côte's de ce triangle , ibid. 

279. ler Corollaire. Les quarrc's construits sur les côtes de Tangle 
droit d'un triangle rectangle et sur Phypoténuse , sont entre eux 
comme les segmens adjaccns et lliypoténuse entière , lao 

180. a« Corollaire. Tout polygone construit sur Phypotënuse d'un 
triangle rectangle , est équivalent à la somme des polygones sem- 
blables construits sur les deux autres côte's , ibid. 

iht. Problème. Construire un polygone semblable h un autre , et 
dont l'aire soit dans un rapport donné avec celle du premier, ou 
soit équivalente à un quarré donné , lai 

1B2. Théorème. L'aire d'un polygone régulier a pour mesure la 
moitié' du produit de son contour par le rayon du cercle inscrit , 

Ce contour se nomme périmètre , et le rayon du cercle inscrit se 
nomme apothème ^ lao» 

iS^T. Corollaire. Les aires des polygones réguliers sont entre elles 
comme les quarrés des rayons des cercles dans lesquels ils sont 
inscrits ou auxquels ib sont circonscrits , j i^S 

184. Remarque. Il est toujours possible de trouver deux polygones 
du -même nombre de côtés , l'un inscrit, l'autre circonscrit, tels , 
que la différence de leurs aires soit moindre qu'une grandeur 
donnée , quelque petite que soit celle grandeur, ibid. 

185. Corollaire. On peut toujours assigner un polygone Végulier 
soit inscrit, soit circonscrit, dont l'aire diffère aussi peu qu'oa 
voudra de celle d'un cercle donné ^ 124 

186. Théorème. Si trois grandeurs, AyB , Xy sont telles que la 
preriiière A , que l'on suppose variable , mais néanmoins surpas- 
sant toujours les deux autres, B y X, qui ne changent point ^ 
puisse approcher de toutes deux en même temps , aussi près qu'on 
voudra, on aura nécessairement Bzzi X ^ ihid^ 

187. Théérème. L'aire d'un cercle a pour mesure la moitié du pro- 
duit de la circonférence par le rayon, i25 

iVbtc. Autre preuve de la même préposition, ibid. 

188. Corollaire. Les aires des cercles sont entre elles comme les 
quarrés de leurs rayons ou de leurs diamètres , " ' 

ll'aire d'un cercle est égale au quarré du rayon, multiplié par le 
rapport ^e la circonférence au diamètre, ^ ibid. 

i8q. Théorème. L'aire d'un secteur de cercle a pour mesure fa moitié 
du produit de l'arc pax le rayon , lajS 
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«90. Remarqué. L'aire du segment s'^obtient en retranchant de Pairs 
^1 secteur celle du triangle correspondant , ivj 

DEUXIEME PARTIE. 

S E C T I ON PREMIÈRE. 

Des plans et des corps terminés par des surfaces planes^ 
Des plans et des lignes droites , 128 

191. Une ligne droite qui a deux de ses points dans un plan, s'y 
trouve toute entière , ihid, 

192. L'intersection de deax plans est une ligne droite , ibid. 

193. Ll faut trois points pour de' terminer un plan , ou deux plans 
ayant trois points -communs qui ne sont pas en ligne droite , 
coïncident parfaitement , ibid. 

I94« Deux lignes qui se coupent sont dans un même plan , 

Tout triangle est dans un seul plan , «t quatre points qui 

ne «ont pas dans un même plan , forment un giiadrilatère 

g€niche , 12^ 

Ï95. Dans l'espace, deux droites peuvent être perpendiculaires à une 

troisième, sans être paraUèles entre elles , ibid. 

196. Théorème. Une droite êleve'e hors d'un plan , perpendiculaire- 
ment à deux autres mene'es par son pied dans ce plan , est per- 
pendiculaire h toutes celles qu'on pourrait mener par ce point dans 
le même plan , i3o 

197. Remarque. La ligne menée d'après le théorème prëcëdent, est 
perpendiculaire au plan sur lequel elfe est cleve'e , i3i 

198. Théorème. Si trois droites sont perpendiculaires à une même 
droite; par un même point, elles sont toutes les trois dans ua 
même plan perpendiculaire à cette dernière , ihid. 

199. Théorème. Par un point pris, soit hors d'un plan, soit sur ce 
plan f on ne peut mener qu'une seule perpendiculaire à ce plan , 
et par le même point d'une droite , il ne peut passer qu'un seul 
plan perpendiculaire à celte droite , ihid. 

^00. Théorème. Les obliques qui s' écartent également de la perpen- 
diculaire à un plan , sont égales ^ ceUes qui s'écartent le plus sont 
les plus longues, et la perpendiculaire est lapins courte de toutes 
les droites que l'on puisse mener d'un point donné à un plan , i3a 

901. ilemar^ue^.Chaque point de la perpendiculaire à un plan peut 
être employé à décrire , dans ce plan, des cercles dont le centre 
soit à son pied , 

La perpendiculaire étant la plus courte ligne qu'on puisse mener 

d'un point pris , hors d'un plan sur ce plan , est la mesure natarelle 

de leur distance , ' ibid* 

909. Théorème. Si par un point d'une droite 6)>liqué 2i nn plan, oa 

gbjdsso fW ce phn nnc perpendiculaire, et ^^ l'6n {oigne 1«4 
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pieds ck ToUî^e et de la perpendiculaire par mie droite, la perpeA* 
dicolaire à cette dernière sera aussi perpendicnlafre sur l'obli^Be, 1 3S 

So3. Théorème, Une droite située hors d^un plan , mais parallèle à 
une ligne quelconque menée dans ce plan , ne le rencontre point, 
quelque prolongée qu^on la snppose , et est eu même temps parallèle 
à toute droite menée dans le plan parallèlement à la première, ibid, 

•û4* Corollaire. Deux droites parallèles à une troisitoiesont parallèles 
entre elles , i34 

9o5. Théorème, Les anglc^ qui ont les cdt^ parallèles et l'ouTertur* 
tournée dans le même sens, sont égaux y quoique fita^ dans des 
plans différens , ibi4* 

!|o6. Théorème, Si , par un point quelconque de la commmiesectioa 
et deux plans , on mène dans chacun de ces plans des droites resr> 
pectivcment perpendiculaires h cette commune section , et que 
l'angle qu'elles forment entre eUes soit égal à celui que forment 
deux autres droites i^enées de la même manière dans deux autres 
plans , on pourra faire coïncider les deux premiers plans avec les 
deux derniers, ibid, 

S07. Corollaire, L espace indéfini compris entre deox plans qai se coii« 
peut se nomme angle dièdre , ou angle à deux faces , il mesure leur 
inclinaison , 

JL'angle dièdre a pour mesure l'angle plan formé par deux droites 
menées dans chacune de ses faces , perpendicnlairement k leur com- 
mune section, et par un même point de cette droite. 

Les angles dièdres jouissent des mêmes propriété que les angles 
plans qui les mesurent, l35 

^ote. Raison de la dénomination à^atigle dièdre , ibi4' 

1SK>8. a^ Corollaire» Un plan mené par une ligne pecpcn^culaire à un 
autre plan , est perpendiculaire sur ce dernier , 

Par une droite prise dans un plan , on ne peut élever qu'un seul plan 
peq^ndiculaire au premier, 137 

909. Théorème, Si, par un point quelconque de la commune section 
de deux plans qui se rencontrent à angles droits, on «lève perpen- 
diculairement an premier , nue droite , elle sera comprise dans It 
second , ibid, 

310. Corollaire, L'intersection de deux plans perpendiculaire» )i un 
troisième , est perpendiculaire à ce dernier , ibid. 

:^i I. Théorème, La droite menée dans un plan , perpendiçalairemeiit 
à b commune section de cclai-<û avec un anxre qui le y ycp^ r e à 
angle droit, est perpendiculaire sur cet autre, . ' i38 

aia. Ihéorème, Deux droites peipendiculaires à mi mèmefim 90çt 

parallèles entre elles ^ et rédproqneijaent M une d^oiie ^t |^^rpen« 

dicnlaite h on |)lan, toute autre droite panUlèile à c^UeFci sera 

aussi peipe»diciilah? àm mête plan 9 ^^* 

ti3. 7%eor4w.|)mfilfMfei9tfai^^ 



TABLE. KEXsq 

>i4* Deux plans peipendiculaJKes à ixoe même droite <se m ten* 
cooitrant poioLt , sont parallèles entre eaz , i Sg 

^i5. T^eoi^me. Lorsque deux plans parallèles «ont -eempéê par un 
troisième, les intersections sont parall^es entre elles, ibid. 

•i6L Corollaire. Deux plans parallèles ont leuw peipendionleires 

eonuniines > 

La distance de deux plans parallèles est partout la mtee« ihiJL 

317. Théorème» Si deux droites qui se coupent sont pavaUèles il deux 
autres droites qui se coupent, le plan dëtecminé par les deux tpûÊ^ 
mières .sera paraUèie h celui que dëtenninent les deux antres , 1 4o 

ai8. Corollaire, Par deux dcoitesqui , ne se coupant pomt^et n^etant 
point parallèles entre elles , ne sauraient être comprises dans un 
•même plfui , on peut toujours faire passer deux plans parallèles « 
dont la plus courte distance donne celle des deux droites prapo-» 
se'es, ihid* 

319. Remarque» La plus courte distapce dei droites de l'article 
prëce'dent a lieu sur une droite qui est peirpendicuiaim k tontes 
deux en même temps, ilùd._ 

^ao. Théorème, Deux droites comprises «ntre deux plans paiallèUi 
sont toujours coupées en parties proportionnelles 9 par un ti^i- 
sième plan parallèle aux deux premiers^ i4v 

331. Lorsque plusieurs plans quLpassentpar un même |x>îat te reoc 
contrent deux à deux, Pespace qu'ils comprennent entre enx » 
indéfini dans le sens opposé au point où ils se rencontrent > so 
nomme angle polyèdrf, ou angle à plusieurs faces « 

L'angle à trois faces se nomme angle trièdna , etc. 

Le point de rencontre de toutes les faces ^'un angle pol|rèdre eft es| 
le soi^met ^ 

Les communes sections des (aces sont les arêtes j 

D y a dans l'angle ^èdre six choses à considérer^ swpoir^ tipei^ 
' angles plans et trois angles dièdres, ibid. 

333. Théorème, La somme de deux quelconques des angles plane 
qui composent un angle trièdre, est toujours plus gmnde que le 
troisième, 1^% 

333. Théorème, Si deux angles trièdres sont formés des mêmes an- 
gles plans , les an^es dièdres compris entre les angles plans é^nz 
seront égaux , i43 

334. Théorème, Deux angles trièdres formés par trois angkef 
plans égaux et semblahlement disposés entre eux, sont égaux dans 
toutes leurs parties , t44 

335* Remarque. Deux angles trièdres composés des mêmes angles 

plans assemblés différemment, ou deux angles trièdres inversée 

runderautre,ne peurent coïncider , mais renferment le même^ 

espace., ibid* 

JjPote $ur les angles trièdres inverBes ^ i4S 

9â0« iT^r^flM. La sommsâciiuigles plans qoicompowiicmiaiigtfr 

b iv 
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polyèdre convexe,' c'est-à-dire dont toutes les arêtes sont «aîN 
lantes ou extérieures, mais d'ailleurs C[ueIconque , est toujoui-s 
moindre que quatre droits , i45 

Défi corps terminés par des plans , 146 

327. Los corps termines par des plans se nomment polyèdres , 

On ne peut fermer de toutes parts un espace par un>nombre de plank 
moindre que quatre, et le corps qui en résulte se nomme tétraèdre^ 

Tout corps dont une des faces est un polygone quelconque , et dont 
toutes les autres sont des triangles ayant leur sommet an même 
point j se nomme f^j^r^mic/e; le point où se réunissent ces dernières, 
est le sommet , et la face opposce est la ba^e , ibid^ 

9ia8. iTworème. Si deux tétraèdres ont chacun un angle trièdre 
composé de triangles égaux et scmblablcment disposés , ces te- 
traèdres sont égaux , et ils le seront encore si deux faces de 
l'un sont^'gales h deux faces de l'autre, assemblées de la même 
manière^ et forment entre elles le même angle dièdre que cel- 
les-ci, ibid. 

àag. Les polyèdres semblables sont ceux dont les faces sont en 
même nombre, semblables ,semblablementdisposées , et également 
incHnéjBs les unes à l'égard dés autres , ibid* 

aSo. TAeo^éme. Lorsque les triangles qui forment deux angles trièdres 
homologues de deux tétraèdres j sont semblabljps chacun à chacun , 
el semblablemeril disposés , ces tétraèdres sont semblables ; et il» 
Je sont encore d deux faces de l'un font entre elles le même angle 
que deux faces de l'autre , sont en outre semblables à celles-ci , 

' et assemblées par des côtés Tiomologucs , i47 

33i. Théorème, Deux pyramides quelconques sont semblables lorsque 
leurs faces sont semblables et semblablement disposées, .149 

a3a. ter Corollaire. En coupant une pyramide par un plan parallèle 
àsa base, on en retranche une pyramide qui lui est semblable , ibid. 

a33. 2* ,CoroHaîre, Les arêtes homologues des pyraniidessenablables 
sont proportionnelles entre elles et aux perpendiculaires abaissées 
des sommets sur les bases , 1 5.0 

a34. Remarque. On peut trouver \ par ce qui précède ,. la hauteur 
d'une pyramide , lorsqu'on connaît les dimeri^ions d'un tronc h 
bases parallèles , i5t 

a35. Théorème. Les bases des pyramides semblables sont entre 
elles comme les quarrés de deux arêtes homologues quelconques , 
et comme les quarrés des perpendiculaires abaissées du sommet 
sur leur plan , *^'<'* 

a36. Corollaire. Les sections faites à la même distance des sommets, 
dans deux pyramides quelconques , sont dans un rapport constant, 
quelles que soient d'ailleurs ces distances et les figures des bases, i5î» 

ai37, Les polyèdres qui ont dew face* opposa ég^es et paraUèlw, 
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et dont toutes les autres sont des parallélogrammes, se nomment 

p.risnies , 
LeSy^oIygones opposes sont les bases du prisme , ^ 

Chaque angle polyèdre d'un prisme n'est comp,esé que de trois angles 

plans. 

Quand ses arêtes sont perpendiculaires sur sa base , c'est un prisma 
droit, les autres sont des prismes obliques , l53^ 

238. Le prisme dont la ,base est un parallélogramme , se nomme 
parallélépipède; .ses faces opposées sont égales et parallèles , i^ 

93g. Théorème. Un polyèdre compris entre six plans parallèles deux 

. à deux , est un parallélépipède , ibid. 

a4o* Théorème. Si deux prismes ont chacun un angle trièdre com* 
posé de polygones égaux et semblablement disposés , ces prismes 
seront égaux , ibid. 

34'* Remarques. En joignant par des droites, le sommet d'un de 
iemrs angles h tous les autres , et divisant toutes leurs faces en tri- 
angles, on peut toujours partager les polyèdres quelconques , 
en pyramides triangulaires , 

Deux coq» composes d'un même nombre de pyramides triangulaires 
égales et semblablement disposées^ sont égaux, 

Un polyèdre ayant un nombre iV^ d'angles, est déterminé par 3iV— 6 
données, prises parmi les distances de ces angles , ■ i54 

34i. Ihéorème. Deux polyèdres qui sontcomposcs d"'un même nom- 
bre de pyramides semblables et semblablement disposées , sont 
semblables , 1 55 

<943. Théorème. Lorsque deux polyèdres sont semblables , ils peu^ 
vent être partagés en un même nombre de tétraèdres semblables 
et semblablement disposés , • iS^ 

344* Théorème. Les arêtes homologues des polyèdres semblables 
sont proportionnelles , ainsi que les diagonales des faces homo- 
kigues et les diagonales intérieures aux polyèdres , i58 

ft4$|c* Jtemarque. Sur la mesure de l'aire des polyèdres , i5^ 

•94^. Théorème, Les aires des polyèdres semblables sont entre elles 

comme les quarrés des arêtes homologues , ilnd.. 

De la mesuré des volumes , 160 

a47' L^Bspace renfermé par la surface d'un polyèdre , ou occupé par 

ce corps ,' est généralement désigné sous le nom de volume, ou dé 

capacité , lorsqu'il s'agit d'un corps creux, ibid. 

JVote sur les mothfs d'exclure le mot solidité. , iéid, 

34â>> Théorème. Deux parallélépipèdt;^ construits sur la même base, 

. et terminés supérieurement par le même plan parallèle à leur 

•hase , sont équivalens en volume , i6t 

;i49« poro//«irè.Un-parallcIépipède quelconque et un p^arallélépipède 

rectangle construits sur des bases équivalentes, et terminés par 

un même plan parsillèle à leur base / ou dsluême hauteur, soxk 

• • ^^ralens , 
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La hauUur d'an prione, ou d'un paralld^pipède^ est la perpendi' 
cnlaire menée entre les deux bâtes ^ pour une pyramide , c'est 
la perpendicnlaite abaissée du sommet sur la face opposée, face 
qui s'appeHe hase , i5f 

aSo. Théorème, Si l'on forme sur la base d'un prisme triangulaire 
nn parallélogramme , et que l'on élère sur ce paraflélogramme ', 
pris pour base, un paraUéU^ipèdede même hauteur qne le prisme 
triangulaire , celui-ci sera la moitié de l'autre , 169 

iVbte oii l'on démontre l'égatité des volumes des deux prismes trian- 
gulaires du n^ précédent , qui , bien que construiis sur les marnes 
parties , ne peuvent pas coïncider, i65 

aSi. Corollaire, Deux prismes triangulaiies de même base et de 
même hauteur , sont équivalent , ihid. 

95a. Théorème. Si on coupe un tétraèdre par des plans parallèles à 
sa base et équidistans , on pourra fonner , à chaque tranche , nu 
prisme extérieur et on prisme intérieur , de manière que la somme 
des premiers diffhre aussi pen qu'on voudra de celle des seconds , 
et par conséq^ent aussi du tétraèdre, 164 

953. Théorème. Deux tétraèdres de même base et djç même hauteur 
sont équivalens , 16S 

JVote. Autre démonstration de la proposition précédente , 166 

|»54* Théorème. Ua tétraèdre est équivalent au liera du prisme 
triangulaire de même base et de même hauteur , ibid. 

ft55. Utéorème. Les parallélépipèdes rectangle» de même base , sont 
«ntre eux comme leurs h:^ut«urs , 167 

2i56. Théorèmc.'DenK ^rallélépipèdes rectangles sont entre eux comme 
les produits des arêtes qui forment un même angle trièdre , 16^ 

167. Remarque. La mesure du volume d'un parallélépipède rec- 
tangle est le produit de ses trois arêtes contiguês , en prenant pour 
terme de comparaison 1% parallélépipède dont les trois arêtes con- 
tiguês sont égales h la ligne choisie pour unité , 16^ 

9SS. 1er Corollaire. Lorsque les arêtes sont égales entre elles, le pa- 
raUâépipède , qui prend le nom de cuhe^ a pour mesnse la trot-^ 
aième puissance de son arête , 170 

95g. a* Corollaire. Le volume d'un parallélépipèdfi qoekonque a 
pour mesure le produit de sa base par sa hauteur , ihid, 

960. 3« Corollaire. Le volume d'un prisme quelconque est égal au 
- produit de sa base par sa hauteur, 

Deux prismes quelconques sont entre eux comme let produits de 
leurs bases par leurs hautiiurs , ibiâ^ 

961. 4* Corollaire. Le volume d'un tétraèdre a pour mesure le tiers 
du produit de sa base par sa hauteur , 171 

a6a. 5* Corollaire. Le volume d'une pyramide quelconque a poibr 
mctnrt U Vis» du pcodmt d« sa basa par sa hauimir , 
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Jkn» ffmmàiê qvdcanquM sont entre ékê •êUum.Uê fs^àmm 

6t Wu» btMf ptr irais bameiin , 
hfi velupf d'nn tnme et pyxuude s'obliMU en fp«MuH la 4UKkuoé 

«ntre celui de la pyramide entière et celiii de la pyramide retran^ 

•6B. Mammrquê, Le^rolnme d^an pdlyMre qnelcon^paepeac «Vv**^* 
lœr en déccnsposant ce polyèdre en pyramides , on en le ramenant 
à des prismes triangulaires tronqués ^ 1J% 

11(54. Théorème, Un prisme triangôlaire tron^p^ est éqnhralent k 
trois tétraèdres de même l>ase , ayant lenrs sommets respeetifr 
placés à chacun des angles dn triangle oppose à cette )ifat , 17) 

i65. Corollaire, Le Tolnme d'nn prisme triangnlairç tron^c a pour 
mesure le produit de sa base par le rîeiv àe I4 somme des tfoif 
perpendiculaires abaissées sur cette base , de chacun des anglep dm 
la base supérieure , 174 

9O6. Théorime, Deux polyèdres sembliiblet font entre enx coinmt 
les cnhes de leurs arêtes homologues , &id, 

Note, Les yolumes de deux tétraèdres qui ont un ang^a trià4r* 
eamman ^ wmx entve e«x comme les produite des iiétes qui ^ 
dans chacun , comprennent cet angfo , 17S 

5 Ç C T I O^N II. 
X)ef torps rofids, 176 

1167. Les corps ronds son^ ma fuVm produit tn foisattt loamcr 

une ligiHie pl^ae amo^nr d'une ligne droiu , 
On ne coneidère, dans les Siemens de Géoflaécrie, que le o6n« 

droit, le cylindne dioit et la spjière» 
Le €Sne drok s'eagemlee en ûâsant tourner un trianf^ iwrtiwi ^ 

autour deTun désertés deTengle droit , Tl^potéBuse décrit In 

furface conique droite , 
Le c4^ #i|t9^ d9f^ f9#nie le iviang^ (éig^teiir, se nommi 

IVjre, 

Jie ba#e d» «4n# 9^ «^ caf^le» 

Toute section faite par un plan pefcallèle à oette bsee est éjyJement 

vn^encle^ 
Les circonfércoiAV de «ef oeçcles l>^% p^^opoprûaiW^Ues k leoia 4>** 

leaieef ap eowWtfH» 
Leurs aires sont entre elle^ comme les qnarrés de ces distanccey ihid* 

Note sur le cAne oblique , Hid* 

a^ Bêmarquê, Loi^qu'ien e les dimensions d^nn tronc c^c^ dfoit, 
1^ b^#cp pageW^les , on p^At» par ce qui précède, teeuTer la ban* 
lenr 4n «de# l?ntier , 177 

1^ Théorètne, On peut toujours trouver deux pyramides régur 
iifkpes, l'une îneerke^ Tautre circonscrite à un c^>nc droit, tetiee/ 
fqe b djff^ienfie de leurs aires soit moindre qu'une grandeur 
donnée, quelque petite que soit ectte gnndcar , 






xxyig TABLE. 

L'aire d'ane pyramide régulière, lorsqu'on n'y comprend point ta 
base, a pour mesure la moitié du produit du contour de cette 
base par la perpendiculaire abaissée du sommet sur Pun de ses 
côtes, jmtj 

7^0. Corollaire. L'aire du cône est toujours moindre que celle de 
Japyrapide circonscrite , et plus grande que celle de la pyramide 
inscrite j mais chacune de ces dernières peut approcherde la pre- 
mière aussi près qu'on voudra , 17g 

971. Théorème. L'aire d?un cône droit a pour mesure la moitié du 
produit de la circonférence du cercle qui lui sert de base par son 
côté, 180 

JN^ote où l'on indique un autre tour de démonstration pour la pro- 
position ci-dessus et pour.ses analogues , ibid. 

372. Théorème, L'aire d'un tronc de cône droit, à bases parjUlèles , ou 
du cône tronqué y a pour mesure la moitié du produit de la somme 
des circonférences de ses deux bases par son côté, ou le produit 
de ce côté par la circonférence -de la section faite à égale distance 
des bases, 

iVl^. En substituant le sommet à la base supérieure, ces mesures 
conviennent au cône qntier , ibid. 

ayS. Théorème. On peut toujours trouver deux pyramides , l'une 
inscrite, l'autre circonscrite, à un cône droit, telles, que la dififé- 
xence de leurs volumes soit moindre qu'une grandeur donnée , 
quelque petite que soit cette grandeur, ïBa 

374' Corollaire. On peut toujours assigner une pyramide inscrite et 

• une pyramide circonscrite , qui diflfèrent aussi peu qu'on voudra 
du cône, l'une étant plus petite, et l'autre plus grande, i83 

975. Théorème. Le volume d'un cône a pour mesure le tiers du pro- 
duit de l'aire de sa base par sa hauteur, ibid. 

Note sur le cône oblique, ibid. 

976. Problème. Trouver le volume d'un tronc de cône droit à bases 
parallèles , ibid. 

377. Un rectangle qui tourne autour de l'un de ses côtés, engendre 
le' corps appelé cylindre droit, 

Les bases d'un cylindre droit sont des cercles égaux et parallèles, 
ainsi que toutes les sections parallèles à ces bases , 

Le côté autour duquel tourne le rectangle générateur^ se nomme 
Vaxe, 184 

•JVbfc sur le cylindre oblique, ibid. 

378. Théorème. On peut inscrire et circonscrire à un cylindre droit 
deux prismes droits, tels, que la di£Ference de leurs aires soi tmoindrc 
qu'une grandeur donnée , quelque petite que soit cette grandeur , 

ihid. 

579. Corollaire. On peut toujours trouver un prisme soit inscrit, 

foit circonscrit, dont l'aiia diffère aussi peu qu'on voudra de 
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Taire da cylindre droit, plus grande que la première, et nioiâdrtf. 
que la seconde^' i86 

980. Théorème, L'aire de la surface convexe du cylindre droit a pour 
mesure le produit de la circonférence de sa base par sa hact- 
teur, ibidm 

:Si» Théorème. On peut toujours former deux prismes , l'un inscrit, 
l'autre circonscrit au cylindre , tels , que leurs volumes* diffièrenft- 
aussi peu qu'on voudra , ibid» 

a8a. Corollaire. On peut construire un prisme inscrit et un prisme 
circonscrit , tels, que leurs volumes différent aussi peu qu'on vou- 
dra de celui du cylindre, qui sera toujours plus grand que le pre- 
mier , et moindre que le sec(md , 187' 

a83. Théorème. Le volume d'un cylindre droit a pour mesure le pro- 
duit de l'aire de sa base par sa hauteur , -, ibid* 
Note sur le cylindre oblique , ibicU 
!i84- Un demi-cercle, en tournant autour de son diamètre, engendre 
la sphère , et la demi-circonférence qui l'enveloppe décrit la sur- 

• face sphe'riquey 

|Lie diamètre autour duquel tourne le demi-cercle générateur , est 
i Vaxe , et ses extrémités sont les pôles , 

La surface sphérique a^ous ses points également éloignés du centre 
du cercle générateur, ' ibid, 

385. Théorème. La section de la sphère par un plan quelconque*, est 

• toujours un cercle , ' 188 

386. Remarque. Les cercles dont le plan passe par le centre de la 
sphère, sont de grands cercles y les autres sont de petits cercles. 

Tous les grands cercles sont égaux entre' eux, ibid^ 

387. Corollaire. Deux grands cercles se coupent toujours en deux 
peArties égales, ibid» 

388. Trois cercles se coupant deux h deux sur la surface de la sphère , 
forment un triangle sphérique ; on ne considère dans Ids Elémens 
que celui qui est formé par trois arcs de grands cercles, i8g 

389. Théorème. La somme de deux côtés quelconques d'un triangle 
sphérique est toujours plus grande que le troisième , ibid^ 

390. Corollaire. Le plus court chemin pour aller d'un point à un 
autre surla surface sphérique, est l'arc du grand cercle déterminé 
par le plan qui passe par ces deux points et par le centre de la 
sphère , - ibid* 

391. Corollaire. La somme des trois côtés d'un triangle sphérique 
est moindre que la circonférence d'un grand cercle , jçp 

392. Théorème. Si, par le centre d'un cercle quelconque tracé sut la 
sphère, on élève une perpendiculaire, elle passera par le centre de 
la sphère, et la coupera en deux points, dont chacun sera également 
éloigné de tous ceux de la circonférence du cercle proposé , igi 

393. Corollaire. Chacun de ces points , que l'on nomm« pâles, peut 
ft«rvir k d^'cxire cc'cereki 
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^ droiit ^ les jolat eit 1W# èm riiéiM wrele , t^t 

a9f ; Théorème, Le plan mène par nn point dt la toilkée de U 
•ph^re^ perpendicnlaiieaieiit aa m^vfe ^i palie parce point, cif 
taagmt à la ^hèrc, et, Téeiproi|iicmeBt , lé plni tangent k nit 
point quelconque de la surface sphëriqne , est pcipendiculaii« à 
reatremité du rayon , ig^ 

jigS. 7%éorèjtuL Deux portions corréipmidaRiès de polygones r^gu* 
Iî«rs , Tune inscrite et Tautre circonscrite au céide générateur de 
la sphère ^ décrÎTent, en tournant imioiir da diamètre de ce cerd«, 
decoK corps dont ks aires penrent diiB^^Srer de moins qtt'aucune 
grandeur donnée, 

L^aire de cT^cun de ces corps a pour metare lé produit de sa hau- 
teur par la cireonlGéreace da etide inscrit au polygone qui l'en^ 
gendre, »««/. 

906. Corollaire* L^atre du corps inscrit est moindre que otUe de la 
|Knrtion correspondante de la sphère, et l'aire du corpi cii«oaacril 
est plus grande j mais on peut tonjoars trovvar deux de ees corps 
dont Taire diffère aussi peu qu'on tondra de celle de la portion 
de sphère, \igS 

Tiff], 2 hen rente. L'aire de la culotte êpMri^ue est é§iàÊ k sa hauteur 
mnhipKée par la cireonférenee d'un grand cercle , ibid, 

J98. i''' Comllaire. L'aire de la sphère entièie est ëgala à son dia- 
mètre multiplié par la circonférence d'un grand ceiicle, et ceUa 
d'une zone quelconque est égale au produit de la hauteur de cette 
, sôoe par la circonférence d'un grand cercle , ig6 

999. d* Comllairà, L'aine de la surface sphérique est quadruple de 
celle (Vun de ses grands cercles , ibid» 

3oo. Théorème. V AÎre an fuseau sphériguèeit & celle de la sphère 
comme Tangle plan qui mesuré Tangle dièdre que fonnent les 
plans qui déterminent ce fuseau^ est h quatre droite, 197 

3ot. Théorème. L'aire d'nii triangle sphérique est à celle dé la sphère 
entière , comme la diTOrénce entre la sommé des trois angles 
dièdrc>s fonnés par les plans des oçrcles qui composent ce triangle 
et deux angles droits, ^t k huit angles droits, f98 

Ifote où l'on démontre , pour la proposition précédente, que deux 
triangles sphériques qui ont lenrs côtés égaux , chacun à chacun , 
mais assembla dans on ordre inverse , sont équivaléns, ikid* 

3oa. Hiénrème. La différence entre les Tohima» des corps engendrés 
par deux portions correspondantes de polyaones réguliers , Ttine 
inscrite et Tautre circonscrite à un arc die cercle , pendant la 
réTohition dé cet arc autour de son axé, et £ermés par la surface 
conique, décrite dans la même circonstahce par le rayon qui tef* 
mine les dettx portions de polygone , peut devenir aussi petite 
qu'on voudm, 

Le volume de diaeon de ces corps a pouf mesure la somme dea 
ûres décrites par les càtés du polygone générateor, imukipliée 
par k tiftf du rayon da cérda iosciic k 6a pal/fMa, abo 
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^3. Corollaire, Le secteur sphérique engendre par la rëvc^ntion in 
secteur circnlaire, est moindre que le corps circonscrit, et plna 
grand que Finscritj mais sa différence avec Ton ou avec Tautrede 
ces corps , peut être rendue aussi petite qn'on voudra , ao3 

3o4> Théorème, he volume d'un secteor sphérique est égal k Taire 
de la calotte sur laquelle il s'appuie , multipliée par le tiers du 
rayon, ibid* 

3o5. 1*" Corollaire, Le volnme de la sph^ est égal à son aire mnl^ 
tipHëe par le tiers du rajon, ou à l'aire de son grand cercle mul* 
tipliée par les deux tiers du diaiaètre , ibid» 

3o6, 3« Corollaire. La mesure du secteur sphérique, lorsqu'il sup» 
passe la demi-sphère, est encore, la même que dans le numéro 
3o3, 304 

307^ 3« Corollaire, Le volume de la portion de sphère engendrée 
par le demtsegment circulaire , et qu'on nomme segment sphéi 
riquè f s'obtiendra en retranchant du volume du secteur sphérique 
eekii du cdne correspondant , 
Le volnme de k z6ne s'obtiendra en le considérant comme la àHfé* 
rence des deux segmens formés dans la sphère, par les plans qui 
tc^vminent cette zone, ibid. 

De la comparaison des corps ronds , ^ âo5 

308. Les corps ronds semblaUes sont ceux qui sont engendrés par 
des tigures semblables , \ 

Dans les cûnes semblables , les côtés , les hauteurs , les rayons des 
bases , leurs circonférences , sont proportionnels , et les aires des' 
bases sont comme les quarrés de leurs lignes homologues 5 la même- 
chose a lieu à l'égar^ des cylindres semblables , 

Les sphères sont des coips semblables, ^ ihid. 

309. TTiéorème, Les aires des cônes semblables sont comme les 
quarrés des côtés de ces cônes , et leurs volumes comme les cubes 
de ces mêmes côtés , ibid* 

3f o. Théorème, Les aires des cylindres semblables sont comme les 
quarrés des côtés de ces cylindres , et leurs volumes comme les 
cubes de ces mêmes côtés, ao6 

3f I. Théorème, Les aires de deux sphères sont comme les quarrés 
de leurs rayons ou de leurs diamètres , et leurs volumes comme 
les cubes de ces mêmes lignes , ibid. 

'3i3. Remarque, L!aire convexe du cjjindre circonscrit à la sphère 
est égale à celle de cette sphère , et le volume de ce dernier 
corps n'est que les deux tiers de celui du premier , 307 

. Sl3. Conclusion , dans laqueUe on montre qu'il ne peut y avoir plus 
de cinq espèces de polyèdres réguliers , et que les faces de ces po- 
lyèdres ne peuvent être que des triangles équilatélaux , des 
qnarrét ou isê pentagones , ibid. 

Fin dfi W Table, 
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éAlu Traité Élémentaire d'Arithmétique , nécessaire pour 
passer immédiatement de ce Traité aux Ëlémens de 
Géométrie. 



I. XouR abroger le discours , on exprime par des signes particuliers 
les raotsc|ui reviennent le plus fréquemment^ et quand on s'occupe 
d'un nombre ou d'une grandeur quelconque, sans considc'rer sa 
valeur particulière y mais seulement pour indiquer ses relations avec 
^ d'autres grandeurs, ou les opérations auxquelles elle doit être sou 
mise, on la distingue par une lettre de l'alphabet, qui devient alorr 
le nom abrégé de cette grandeur. 

+ signifie plus ou ajouté avec. 

L'expression yi-hB indique la somme qui résulte de la grandeur 
que représente la lettre ^ ajoutée avec celle que représente B, ou 
ji plus B 

— signifie moins. 

* A ^ B indique ce qui reste quand on Aie de la grandeur que re« 
présente A celle que représente B , o\i A moins B* 

X signifie multiplié par. 

AyCB indique le produit de la grandeur que représente A multi** 
pliée par celle que représente Bf ou A multiplié par B. 

A 

-7T indique le quotient de la grandeur que représente A divisée 

par celle que représente B, on A diuisé par B. 

A= B signifie que la grandeur que représente A est égale à 
celle que représente B,onA égale B, 

A"^ B signifie que la grandeur que représente A surpasse celle 
^e représente B , ou A plus grand que B. 

A K, B signifie A plus petit que B. 

aA, 3A, etc. indiquent le double, le triple, etc. de la grandeur 
que représente A» 

II. 
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0. Looqu^on multiplie un nombre par lai-même^ on foi aie ;>a 
éeconde puissance ou son quarré : 5 X 5; ou a5| elt la &ecuuJc 
|>ilift8ance de 5^ on le ^arrë de 5* 

La seconde puissance est donc le produit dedenx facteurs e'gaux j 
chacun de ces facteurs est la racine quarrée du produit : 5 est la 
racine quarrëe de a5. 

Si on multiplie la seconde puissance par sa racine > on a la troi- 
sième puissance ou le cube : 5x^5, on i25^ est la troisième puis- 
sance de 5. 

La troisième puissance est Un produit forme par la multiplication 
de trois facteurs e'gaux \ chacun de ces facteurs est la racine cubique 
de ce produit : ia5 est le produit de 5 multiplie' deux fois par lui- 
même , ou 5 X 5 X 5, et 5 est la racine cubique de i25. 

En général , A* étant FabréTiation de AxA, indique la se-* 
•onde puissance , on* le quarré de A* 

V^ ^indique la racine quarrée de A on le nombre qui, multiplia 
par lui-même^ produirait le nombre que représente A» 

A* étant TabréTiatioa Ay^AxAf indique la troisième puis» 
aance on le cube de A- 

Y A indique la racine cubique de A on le nombre qui ^ mul- 
tiplié deux fois par lui-même, produirait le nombre A* 

Tons les nombres ne sont pas des quarrés ou des cubes parfaits , 
c^est-à-dire y n'ont pas des racines quarrées ou cubiques qu'on 
puisse exprimer exactement : 19, par exemple, se trouvant entre i0, 
qui est le quarré de 4 9 et a5, qui est le quan-é de 5, a pour racine 
un nombre compris entre 4^(5, mais qu'on ne saurait assigfl^r 
exactement. 

De même, 69 se trouTant entre 64, qui est le cube de 4? et 
taSy qui edt celui de 5, a pour racine cubique un nombre corn*' 
pris entre 4 et 5 , mais qu'on ne saurait non plus assigner exacte- 
ment. On trouvera dans les Siemens d'Algèbre , des méthodes pour 
approcher aussi près qu'on voudra des racines quarrées et des racines 
cubiques des nombres qui ne sont pas des quarrés ou des cubc^ 
parfaits. 

(Les trois articles suiuans doivent être étudiés auantle /i« 58) 

m. i**. Lorsque deux proportions ont Un rapport commun, il est 

visible qu'on peut mettre en proportion les deux autres rapports, 

parce qu'ils sont égaux à celui qui est commun. 

Si on a 

AiBz: CiD 

E: F:: CtD^ 

Géométrie. 7^ édition. c 
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il en résultera nécessairement 

AiB'.iEiF, 

a°. Lorsqne deux proportions ont les mêmes aiitëcëdeas^ off 
peut mettre les consequens en proportion j car si on a 

A'.B'.iCiD 

en changeant les moyens de place, ces proportions devicndron{' 

A: C:: B : D 

A: C::E:F, 

et on en conclura 

B: D:: E : F, 
ce qui revient à B : E :: D : F. 

IV. On peut faire encore dans les proportions d'antres changement 
que les transpositions de termes qui ne troublent pas Tegalite' dn 
produit des extrêmes avec celui des moyens. ' 

I ° . Si au conséquent d'un rapport on ajoute son antéce'dent , et que 
l'on compare cette somme à l'antcce'dcnt , celui-ci y sera contenu 
une fois plus qu'il ne l'c'tait dans le premier conséquent j le nouveau 
rapport sera donc égal au rapport primitif augmente de l'unité. Si 
on fait la même opération sur les deux rapports d'une proportion , 
il en résultera évidemment deux nouveaux rapports égaux entr'cux , 
et par conséquent une nouvelle proportion. 

Soit par exemple la proportion 

4 : 6 : : la : i8; 
on aura ^ 

6 + 4 : 4 •• i8 H- 12 : 12, 
nu 

lo : 4 *« 3o : 12. 

2°. Si du conséquent d'un rapport on retranche l'antécédent , et 
ne l'on compare la différence h l'antécédent, celui-ci y sera con- 
tenu une fois de moins que dans le premier conséquent^ le nouveau 
rapport sera donc égal au rapport primitif diminué de i'unité. Si on 
fait la même opération sur les deux rapports d'une proportion , il eu 
résultera deux nouveaux rapports égaux entr'eux , et par con«équenc 
une nouvelle proportion. 

De la proportion j» 

4 : 6 :: is : 1$, 
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An déduira ainsi 

6 — /^: ^i: iS^- 12: la, 
ou 

n : ^ : : 6 : 12, 

Pour une proportion entre des grandeurs ^elconqueS; desiguéet 
par des lettres, 

on aura par les changemens ci-dessus , 

B^AïAi.D-k-CiCj 
B^A'.A:iD—Ci C 

Si on change les moyens de place dans ces dernières , il vicncln^ 

B-^A: D-^-CiiA.C, 
B — AiD — C'.iA'.Ci 

mais par le même changement , la proportion 

AiBi: CD 
donne aussi 

A: C:: È: D, 

et puisque les rapports A: C :: B : D soot égaux , on tn conclura 

B -^A-.D-^C'.iAi C oxx-.iBiD, 
B -- A : D ^ C ',; A : C oTxii B i D j 

résultat qui s'énonce ainsi : 

Dans une proportion quelconque la somme ou la différence des 
deux premiers termes est à la somme ou h la différence des deux 
derniers f comme le premier est au troisièmCfOu comme ledeuxièmp 
est au quatrième. 

De pluS; les deux rapports A '. Cou B : D, étant communs aux 
deux dernières proportions ci-<lessus , il en résulte que les autres 
rapports des mêmes proportions sont égaux , et que par conséquent 

B-i-AiD+CiB-^AiD^Cy 

ou en changeantles moyens de place, 

B'\-A:B —^AiiD-h CiZ>— Cj 
c'est-h-dire que la somme des deux premiers termes d'une propof^ 
tion est a leur différence, comme la somme des deux derniers estià 
leur différence. 

Par exemple : 

6 ^ 4 • 6 "* 4 * ' i^ + 13 • iS "* 13 
ou 

10 : a :: 3o : 6. 

Lorsque la proportion 

A:B :: C:D, 
Mt changée en 

Al CiiMiD 
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AttB font les antecédcns » C et D les consë^ens ; et les i^por* 

lions 

B -^ ^ i D -^ C :: A : C ou :: B : D 9 

B -^ A : D •- C :: A : C ou :: B : D , 

répondent à l'ënoncë suivant. 

La somme ou la différstice des antécédens d*une proportion est 
à la somme ou à la différence des conséqu^nSfComme un antécédent 
est à son conséquent. 

On en déduit la somme des antécédens est h leur différence f 
itomme la somme des conséquens est à leur différence» 

Si on a une suite de rapports e'gans 

ji:B:i C:Di: E:F, 

•a ne considérant dVbord que les deux premiers, qui forment la pro- 
portion 

Al Bii CiDf 

on en déduit par ce qui précède , 

A -^CiB + DiîA'.Bi 

«t puisque le troisième rapport E:F est égal an premier A : B t 

on aura 

A*^ CiB^Dii E'.F. 

Si on prend la tomme des antécédens et celle des conséquens dan» 
ce|te dernière proportion, il en résultera 

A-^C^E i B-i-D + F:: EiFou:: A:B. 

En suivant la même marche , quel que fût le nombre des rapports 
égaux , on aurait en dernier lieu : la somme d'un nombre quel" 
conque d' antécédens est a la somme de leurs conséquens, comme 
un antécédent est à son conséquent» 

V. Lorsqu^on a deux proportions quelconques 

A:B::C:D 
E:F:: G:H, 

ctqn''on les multiplie par ordre ^ c^est-à-dire, terme à terme , kf 
produits forment une proportion où Pon a 

AxE:By^F::CXG:DxH. 
Cela est évident puisque les nonyeaux rapports ■ , Vt t» 

seront respectivement les produits des rapports primitifi 

B \F D H 

qui tont égaux. 
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Si l'on multiplie la proportion 

AxBiiÇiD 

par 

A: B:: CiD^ 

on aura (II) 

A':B^::(r:D', 

d'où il suit qae les quarrés de quatre quantités en proportionfo*^ 
nient une nouvelle proportion. 

En multipliant la proportion 

par 

AiBiiCiÙ, 
•n aura 

^ A^iB^'.iCPiD^, 

r'est-4i-dîre , que les cubes de quatre quantités en proportion for* 
vient une nouvelle proportion, 

( Les deux articles suiyans se rapportent au n* ^ ). 

VI. On considère souyent des grandeurs dëcomposëes en plusieurs 
parties, et on a besoin de les ajouter , de les soustraire , ou de les 
multiplier dans cet eut, c^est-à-dire , de déterminer comment les 
Tcsultats de ces opérations sont forces avec let partie» des grandeurt 
proposées. Voici quelques règles à ce anjet : 

1°. U est évident que si Pon Teut ajouter la grandeur B-^ avec 
la grandeur A y ii faut écrire A^B^-Cy puisque ce n'est ni ^ni C 
qu^on se propose d'ajouter avec A» mais seulement l'excès de B 
•ur C\ 

d'ailleurs si l'on prend les droite» MP^ PN et QJY pour représcnUi 
les grandeurs Aj B e\ C, on verra que 

PQ = /W— QN, 
MP -¥- PQ:=:MP -^PJV^ QJV^. 

a^. Si de la grandeur A on voulait 6ter la grandeur B^* C^ il 
faudrait écrire A^^O^By ou ce qui est la même chose, A-^B^C. 

En effet» la différence de deux grandeurs ne change pas lorsqu'on^ 
ajoute à chacune la même grandeur ; or si l'on ajoute C à 
B-^Cf il viendra B ; en faisant la même addition à la grandeur Aj. 
«a obtieDt A-i: C^ et la >onstnict)on dt B > donnt aloi«.^4-C^ir. 
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M P Q JY 

f ^a figure ci-dessas confirme ce résultat j car si on prend les droittil 
MlVf PJY, PQ pour les grandeurs ^, 2?, C, on a 

Q]Y=PIY''PQ, 
MN—QN:=lMQ^MP^PQ, 
et puisque MP = il/ZV— i'iV, il viendra 

MP +/>Ç = MZV^— />iVr-f jPÇ, 

résultat qui répond à ^ — B^C. 

3**. Le produit de la grandeur A par la grandeur B 'h C, esj 
exprimé par Ay^B-^AxÇ'-, car il doit renfermer autant de fois 
le nombre A qu'il y a d'unités dans la somme des nombres B 
(Bt C, et doit par conséquent ^tre composé de A pris autant de 
fois qu'il y a d'unités dans B , plus de A pris autant de fois qu'il 
y a d'unités dans C, ce qui s'écrit Ay(,B H- AyC^C 

4** . L)e produit de A par B — C est exprimé par A)iiB — A'KC^ 
car si on représente B — C'parD, on aura visiblenient BzzD-^.C^ 
et par cpnséquent AxBz=:AyCD-\-A')<iC: on conclura de là 
que Ay,b =^ Ay,B -^ ÂxCj ce qui forme la proposition 
avancée ci-dessus , puisque DinB-rrC, 

■ VII. U suit de ce qui précède, que le quatre d'un nomthre corri' 
posé de deux parties , renferme le q narré de la première, deux 
fois le produit de la première 0ar la seconde , et le quarré de 
la seconde. Le nombre i3, par exemple, étant envisagé commis 
égal à 9 -^ 4? ^^^ quarré 169 est composé 

du quarré de 9, ou 81 

de î fois 9 X 4> **" 7^ 
(Bt du quarré de 4; ou 16 

Total 169 

. Pour prouver l'énoncé en général,' il suffit d'observer que !e pror 
duit de u^par -ô-f- C étant AxB -{- AxC, si Ton fait AzuB-^C^ 
les produits partiels AxB et AxC deviendront B xB + jB X C, ej 
BxC-\- Cx Cy en les réunissant on obtiendra le résultat 

BxB-hBxC+BxC-^CxC, 

qu) peut s'écrire aiusi 

B^'-i-iB X C-^Cr 

ipe qui donne le quarré de -6+ C, conforme h Tcnonccî ci-dessus. 

On treuve d'une manière semblable que le quarré de la différence 
fie dçux grandeurs est coniposé du quarré de la prçmièrej moim 
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druT fois le produit de la première par la seconde , plus le 
quarré de la seconde. Le nombre g e'tant e'^al h /3 — 4» par exemple , 
ion qttarré 8i sera forme de 169— 2 fois 4 X i34- 16 , ce qu'il est 
aise' de vérifier. 

La démonstration générale de la proposition ci-dessus se forme en 
faisant u4. = B — C, dans le produit de A par la différence B — C ; 
car ce produit étant exprimé par AyC^B-^Ay^C , si l'on écrit 
d'abord B — C au lieu de A^ dans les produits AxB et A'X.Cf 
ils deviendront respectivement 

BXB—B^C et BxC-'CxCy 

et pour retrancher le second du premier , il faudra , d'après Taï- 
ticle VI 'écrire 

BX^—BxC-^BxC-hCxC, 

ce qui revient à > 

B^'^nBxC'hC', 

et donne le quarré dcjB—C, conformément à l'énoncé ci-dessus. 

Les notions précédentes suffisent pour entendre les propositions 
nécessaires de la Géométrie , car on peut , dans le n** 141, se borner 
h la solution graphique, et passer les numéros i5o, i56, 157, qui 
ne servent qu'h calculer le rapport de la circonférence au diamètre, 
qu'on peut obtenir facilement en Trigonométrie , par les sinus et les 
tanp^entes des petits arcs. 

( Les articles ci-dessous , gui concernent Véualuation des 
aires et des volumes, autrement, le toisé des surfaces et des 
solides, se rapportent h la fin de la première partie et à 
celle de la seconde. ) 

Vin. Le rapprochement des expressions, ou formules, d'apr«s 
lesquelles se calculenr les aires 

Du parallélogramme, n© lyo, 

Du triangle , n» 171 , 

Du trapèze, n° 175, 

Du cercle , n** 187 , 

Enfin du secteur circulaire, no 189, 
montre que la détermination de toutes ces aires ne dépend que 
d'un produit de deux facteurs , qu'on peut toujours regarder comine 
ia base rt la hauteur, c'cst-h'dhele^deux dimensions d'un rectangle 
équivalent h l'aire cherchée. Quand ces facteurs sont exprimés en 
mesures décimales , leur multiplication s'effectue à l'ordinaire j mais 
U dénomination des unités du résultat demande quelques attentions. 

Soit pour exemple un rectangle 49"*^» ^4 de base sur iS"'*? , 'XJ 
de hauteur i en multipliant ces deux nombres, ou trouve 756, j;:>3, 
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L'uni te de ce nombre est le cparrë ayant un mètre de câte, qn*om 
nomme aussi le mètre quaM\ les fractions décimales en sont ton* 
jours la dixième, la centième, la millième, etc. partie : Ja mesure 
ci-dessus pourrait donc s'énoncer ainsi : 756 mètres quarres et' 
4758 dix-millièmes de mètre quarrcî ; mais plus ordinairement on 
fait correspondre les subdivisions du mètre quarrë avec celles da 
mètre linéaire, et alors on doit obsenrer que 

Le mètre quarre contient loo qnarrës d'on décimètre de ctté» 
•n cent décimètres ^narrés , 

Le décimètre quarré contient cent qoarrés d^nn centimètre de 
cAté> ou joo centimètres quarrés , et ainsi de suite. 

C'est donc les centièmes du mètre qnarré qui expriment les dé» 
cimètres quarres , les dix-millièmes qui expriment les centîmètrei 
quarres , les millionièmes qni expriment les millimètres quarrést 
D'après cela, le nombre 756,4758 s'énonce 

756 mètres quarres , 4? décimètres quarres, 58 centimètres qnarrés. 

On juge par là qu'il n'est pas permis de confondre le io«"' da 
mètre quarré avec le décimètre quarré. La ])remièrede cessubdir» 
visions ne saurait se représenter par un qnarré dont les dimensions 
soient des nombres exacts, puisque l'unité n'en contient que lo, 
et que lo n'est pas un quarré parfait. 

On peut rapporter commodément le io'*« du mètre qnarré' 
h un rectangle de i mètre de base snr i décimètre de hauteur ^ 
rc il en est de même des fractions décimales qui suivent et qni 
dciiignent isolément des rectangles de i mètre de base sur i een* 
timètre, i millimètre, etc. de hauteur. 

Ce n^est qu^en séparant les chiffres de denx en deux, & partir 
de la virgule , qu'on peut énoncer le nombre en mesures quarrées* 

Quand les chiffres décimaux sont eu noral>re impair, il faut écrire 
nn zéro à la droite, pour que le dernier Ardre de décimales soit 
rapporté à des mesures quarrées. 

Le rectangle ayant 57"^ de base sur 4**'; 3 de hautcnr, par 
exemple, a pour mesure en mètres qnarrés, 1 16,1. En mettant nn zéro 
Il la droite de ce nombre, il devient 116,10 et s'énonce 116 mètres 
quarres et to décimètres quarres. 

Ce que je viens de dire s*applique également aux divers ordres 
d'unités placés à la ganche de la virgule; et en observant que 
l'are étant nn qnarré de 10 mètres de côte, renferme cent mètres 
quarres , que Thectare renferme cent arcs , le nombre 87549 mètres 
fpiarrés, par exemple, se décompose en 3 hectares, 75 ares et 
vj(j mètres quanés, ou centiares* 
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n est à propos de fixer le sens de plusieurs expressions ^e 
Ton confond quelquefois. Que Ton dise un mètre quatre ou nm 
xnètre en quarrë , cela revient au même, puisqu'il ne peut étr* 
question, dans les deux cas, que d^un qnarrë ayant nn mètre da 
côté j mais il faut soigneusement distinguer les espaces de lo mètreë 
quarrés, et to mètres enguarré, par exemple j car l'un indique 
une aire équivalente à lo quarrés d'un mètre de côté , et l'antre 
nn ^eul quarrë ayant lo de mètres de côte' , et comprenant par* 
conséquent loo mètres quarrés. 

L'usage des mesures décimales simplifie. cpnsi|lérablement ^* 
calculs du toisé. Avec les anciennes mesures., le premier moyeii 
qui se présente est de convertir chacnn des facteurs , dans les sub- 
divisions de la plus petite espèce qui soit contenue dans les deux , 
afin que Je résultat soit exprimé en mesures quarrées ayant cette 
subdivision pour côté. S'il y a , par exemple , des lignes dans l'un 
des facteurs , il faut les réduire tous deux ep lignes ; le produit sera 
des lignes quanées. Pour remonter à des mesures. pins grandes, 
on observera que 

le pouce qearré Tant la X i3, on i44 Ugntt quarrées; 
le pied quarré ta X î^y on i44 ponces quarrés; 

la loise quarrée 6 X 6 , ou 36 pieds qiiarrés ; 

et en divisant successivement par ces nombres , on traduira le ré- 
sultat en toises quarrées, pieds et ponces quarrés. 

On se servait peu de ce moyen, parée qu'il conduit à opérer stir de 
trop grands nombres ; mais on faisait usage dvi procédé qui sert à 
«ffectuer la multiplication des nombres complexes. Que les deux 
dimensions à moltiplier soient, par exemple, 

4gf©/*## ^i ^f et 3a* 4f ' 5p» ; 

si l'on choisit le premier pour multiplicande., on concevra d'abord 
un rectangle ayant 49'®"*' 6l*' 7^ de base sur !*«>''• de hauteur, et 
qui sera parconséquent li celui dont on ehercbela mesure, comme 
1' ^ 3a' 4^^ ^^ (166). U seie penais en coiiséquence de. regarder k 
multiplicateur 3a* 4^' ^^ comme un nombre abstrait :. or nn rec- 
tangle, de 4^ 5p' 7f« de base soff.lf d* baiitenr, se déoenapose danf 
les suivans : 

i«. Un rectangle de 49'®'"' de base sur i* de hauteur, et con- 
tenant 49 toises quarrées \ 

ao. 5 rectangles ayant chacnn tF' de base sur i* de hauteur: cet 
rectangles se nomment toiseS''pieds ; il est visible qu'il en faut 6 
pour former la toise quarrée ; 

3*. 7 rectangles de i pouce de lM|se sur 1* de hauteur : ces reo- 
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tangles sa nomment toises-pouces ; il en faut évidemment la p««r 
former la tolse-pied. 

En continuant de même on arriverait , s'il y avait lieu , ans 
toises ' lignes y tnises-points , qui auraient entre elles et avec U 
toise quarrëc, les mêmes rapports que les subdivisions linéaires 
qui leur servent de base. Les abréviations de ces mesures^ en com- 
mençant par la toise quarrée , sont 

t. tp t, pi. , t. pm j 1. 1 , t, pt. 

Cela posé, remploi des parties aliquotes^ conformément aux règles 
exposées h la fin du Traité élémentaire d'Arithmétique, donat 
l'opération suivante : 

49*'* S*»"* ']^'P* 
3a' ^P 5p' 
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Produit total i634"' 3'-f"" ' a'-fo '3*./ ,o»T»- 

Excepté la première partie de ce résultat qtii est en toiles qaar- 
rées, les autres sont des rectangles; mais leur conversion en pieds 
quarrcs, pouces, qnarré^, etc. est facile y car 

la toise -pied vaut 6f"' X i'"» ou 6 pieds quarrés ; 

la toise*pouc6 -: — , ou - pied ^aarréy où 7a pouces quanéff } 

la toise<^ligno • *— , on 6 pouces quarr^f 

■ . ' ■ ■ 

k toise-point •■ —, on | pouee qnarré, ou 7a lignes quan-ées. 

En multipliant dope respectivement par 6,-^6 , }, les toises-pieds, 
toîses-poiicés, toises-lîgiies et toises-points , du produit obtenu ci- 
dessus , on trouve i634 toises quarrées , 19 pieds quarrés , et 
23 pouces quarrés. 

^ La toise quarrée et ses parties ne servaient qu'à la mesure des 
petites aires; les champs s'évaluaient en perches et en arpens ; ce» 
àernières mesures ont varié suivant le temps- et les lieux. On trouve 
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Aans )es tables de FAiithmeiiqne , deux sortes d^arpons comparés 
Avec Jcs nouvelles mesuies agraires , savoir, l'arpent des Eaux et 
Forêts , et Parpent de Paris. L'un et l'autre étaient composés 
de loo perches; la perche, qu'on aurait du'nommer perche quarrce, 
jetait un qnarré qui , dans l'arpent des Eaux et Forets , avait 2!2 pieds 
de côl/i;, et seulement 18 dans celui de ParijS. Le rapport desper^: 
ches, le même que celui des deux arpens , est celui des quarrës des 
nombres an et 18, c'est-à-dire de 484 à S%^f qui revient à peu près 
au rapport de 3 à a, 

La perche de Paris ayant 18 |)ieds, on 3 toises, de côté, conte- 
nait 9 toises quarrées) et l'arpent du même lieu, contenant exao- 
tcniënt goo Xoises quarrées , était plus commode que l'autre ; làais 
tpatcs ces mesures sont bien inférieures aux mesures décimales, 
xlans lesquelles on les transformera facilement, au moyen des tables 
citées : et d'ailleurs , en convertissant en mètres et parties déci- 
males du mètre, les dimensions de la mesîiifè proposée , leur pro- 
duit donnerait le rapport dé cette mesure ,• au mètre quané. 

Il n'est question dans ces Élémens', que des figures terminées 
par des lignes droites , ou par des" circonférences de cercle ; mais 
les formules citées au cdmihencemcnt de cet article , servent aussi 
dans la plupart des cas dé la pratique , au toisé des aires enve- 
loppées par des lignes courbes , parce qu'en partageant ces lignes 
courbes en petites portions, sensiblement dVdués, on ramène la 
figure proposée à un polygone rectiligne. 

JX.. Les expressions des volumes du prisme, n© a6o, 

de la pyramide n» 262 , 

du prisme triangulaire tronqué, n^ 265, 

du cône' n» 2^5, 

du cylindre n* 283 , 

fit de la sphère n*^ 3o4 — 3o6 , 

étant toutes composées du produit d'une aire par une hauteur, dé- 
pendent nécessairement d'dn produit de trois facteurs, puisque l'aire 
en contient deux ; et ce produit revient h l'expression d'un paral- 
lélépipède rectangle ( 257 ) équivalent au corps proposé. €'est dans 
ce sens qu'on dit qu''un volume quelconque eist le produit de 
3 dimensions. Leur multiplication se fait à TordinKire , quand 
elles sont exprimées en mesures décimales j et le résultat est composa 
d'un nombre entier et de parties décimales de cubes ayant pour côte 
runité linéaire. 

Je prends pour exemple un parallélépipède rectangle, dont les 
dimensions sont 4:)'" ^^,54, i5'«^,27, et8'"<^,5; le produit 643o,o443 
(de ces nombres, fait voir que le parallélépipède proposé contient 
§(jZo cubes de i piètre de côté , et 44^ dix-millièmes de ce cube. 
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Let d^imalet énoncées ci-dessus ne sont rapporte'es fpî'hk ranîcé 
principale , qui est le cube d'un mètre de c^té , et qu^on nomme 
•nssi mètre cube : n on veut les décomposer en parties qui soient 
les cubes des parties décimales de IHini^ 'linéaire, il faut remar- 
quer que 

Le mèu-e cube contient . . . lo x lo x lo , on looo décimit. cubes. 
Le décimètre cuba lo x 10 x 10, ou tooo centimèt.cubes^ 

tt ainsi des autres; qne par conséquent ce sont les millièmes, et let 
millionièmes du mètre cube, qui expriment les décimètres cubes, 
et les centimètres cubes, et en général, les décimales prises de 3 en 5 
qui répondent 2i des mesures cubiques. 

Le résultat 643o,o443 ne renfermant pas un nombre de cbifiret 
décimaux qui soit multiple de 3 , il faut y suppléer par des zéros» 
et récrire ainsi : 

6430,044300. 

De cette manière, on l'énonce, en disant: 
6430 mètres cubes , 44 décimètres cubes et 3po centimètres cubes. 
S est inutile d'entrer dans de plus grands détails sur ce sujet;, 
car il sera beaucoup plus commode de s'en tenir à la première 
énonciation , pourvu qu'on ait soin de ne pas confondre le io«, 
le ioo«, etc. du mètre cube,. avec le décimètre, le centimètre, etc* 
cubes. Les premiers se rapportent à des parallélépipèdes rectangles , 
ayant tous pour base le mètre quarré, et pour hauteur i décimètre » 
I centimètre, etc. 

Quand, avec les anciennes mesures, on ne voulait opérer que 
sur des nombres entiers , on convertissait chacun des facteurs du 
Tolume cherché, dans les subdivisions de la plus petite espèce qu'il 
y eût dans les trois ; le produit se trouvait exprimé en cubes ayant 
cette subdivision pour côté ; en lignes cubes, par exemple , si les fac- 
teurs étaient convertis en lignes. On parvenait ensuite 2i des mesures 
plus grandes , en observant que 

le pouce cnbe vaut 13 x la x 11, ou 17^8 lignes cubes; . 

le pied cube 1738 pouces cubes; 

la toise cube 6 x 6 x 6, ou 2ti6 pieds cubes. 

et en divisant, tant que cela était possible, par ces nombres. 

Le plus ordinairement on laissait les facteurs sous leurs formes 
dénombres complexes. En mnltipliantdenxdes facteurs entre eux, on 
calculait d'abord, en toises quarrées, toises-pieds , toises-pouces, etc. , 
Faire qui devait servir de base au volume cherché ( considéré comme 
celui d'un parallélépipède rectangle ) , puis on regardait cette aire 
comme la base d'un parallélépipède rectangle ayant 1 toise de hau- 
teur, et étant par conséquent au corps cherché, comme l'unité est 
au troisième facteur, qui alors pouvait être regardé comme utt 
nombre abstrait. Il est visible que , 

ï**. 1 toise quarrée de base sur 1 toise de hauteur forme im 
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cube d^ane toise de côte ^ ou une toise cube ; 

ao. I tobe-pied ^ c^est-à-dire un rectangle de i toise de long sur 
an pied de large, étant pris pour base d'un parallélépipède rectangle 
de I toise de hantenr ^ ce parallélépipède a deux arêtes contiguês de 
2 toise , et peut aussi être envisagé conune ayant i toise quarrét 
de base sur i pied de baut j on lui donne pour cette raison le nom 
de toise-toise-pUd ; ce qui s^écrit t. t. pL^ il en faut 6 pour formel 
la toise-cube j ' 

3**. I toise-ponce sur i toise de bautenr , forme de même un 
paraHelépipède de i toise quarrée de base snr i pouce de haut y 
qu'on nomme tois&'toise'pouce , qui s'indique par t. t* po*j il «d 
faut 13 pour former la toise-toise-pied ^ 

4^. La même progression fournit ensuite des toises'toisea^ligneSf 
•a t* t. l, y toises-'toiseS'-pointSj on t» t. pt. 

Le volume du parallélépipède de i toise de baut , se trouve ainsL 
exprimé par un nombre qui se rapporte à des subdivisions assex 
simples; et il ne s'agit plus que de multiplier, k l'aide des parties 
atiqnotes , ce nombre par la hauteur du parallélépipède proposé. 

Voici pour exemple le parallélépipède rectangle » dont les dimen* 
•ions sont 

49» 5f' 7P«>, Sa' 4^* 5f», et 5» a^' lof». 
Les deux premières déjà employées dans l'article VIII (pagexlij)» 
donnent pour produit 

i634«*» 3'P* a'-fo 3'-' io<-P*. 
Un parallélépipède construit sur cette base et snr wie toise de 
hauteur y contiendrait 

i634*'*'* 3'*'*F' a***«fo 3*'t-i fo^'^'f»; 
multipliant ce nombre par 5' a/*' lo^^ y hauteur du parallélépipède 
proposé y on aura le volume de ce dernier, 

i634**'** 3»*'*/" ^t't'f 3r.*.i io/t*i'f* 
5* aP' loP» 
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Au lieu (le 7^, on peut ajouter une unité aux toises-toiscs-poîntérf 
Dans la pratique , on a rarement besoin de pousser les calculs 
jusqu'aux dernières suMi visions, comme je l'ai fait ci-dessus , parce^ 
que leur valeur est presque uuUe j et quand il ne s'agit que de 
déterminer le prix d'un ouvrage , la forme de ces subdivisions est 
la plus commode; cependant on les réduit quelquefois en mcsurci 
cubiques , et pour cela , il suffit d'observer que 

la toise cube contenant ai6 pieds^ cubes , 
la toisc-toise-picd en contient ^ , ou 36 , 

la toise- toise-pouce f * , ou 3, 

la toisc-toise-ligne ï» > o^i i > o" 4^2 pouces cubes, 

(puisque le pied cube contient 1728 pouces cubes), 
la toise-toise-point ^, ou 36 pouces cubes. 

En conséquence, on multiplie respectivement par les nombres^ 
56, 3, ï, 36, les divers nombres des subdivisions indiquées ck 
dessus, avec l'attention de multiplier par 43a le reste des toises- 
toises-lignes , si la division par 4 eu laissait un , de compter ie pro-» 
duitpourdes pouces cubes, et de l'ajouter à ce que donneront les 
toises-toises-points. Le nombre 

8944»*''»' 3f''/'*' it't'po* ^t.t.i. ^t't.pt'^ 

trouvé ci-dessus, devient 

8944 toises cubes, ii3 pieds cubes, i44 ponces ctibcs. 

L'usage des charpentiers était de mesurer les bois , non à la toise 
cube, mais à la solive, qu'ils établissaient dfe 6 pouces à^équar-, 
rissage sur 12 pieds de longueur, c'est-à-dire formant un parallJ- 
lépipède rectangle, dont la base était un quarré de 6 pouces de côté , 
et la hauteur la pieds. Cette base ayant *- pied de côté, conticni ^ 
de pied quarré; et en multipliant par la hauteur 13, on trouve 
3 pieds cubes pour le volume de la solive. Ce volume , pris pour 
nnilé, était divisé en 6 parties appelées pieds de 5o/iVe, dont chacune 
valait par conséquent -y pied cube, ou 8G4 pouces cubes. Le pied 
de solive se divisait encore en la parties appelées pouces de so- 
live, et contenant par conséquent chacune 7a pouces cubes. 

On voit que les divisions de la solive suivaient la même loi que 
celles de la toise cube en toiscs-toises-pieds, etc. ; et la solive entière 
^tant de 3 pieds cubes, se trouve la 72* partie de la toise cube. 
On peut donc , en le multipliant par 72 , convertir un nombre 
de toises cubes , toises-toise»-pieds , etc. eu solives et parties de 
solives ; par ce moyen , le toisé des bois rentrait dans les règles 
du toisé général à trois dimensions. Il n'était pas diflicilo non plus 
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d(« se former des règles, particulières pour obtenir imiaédiatemenl 
le résultat du toisé eh solivei. 

Mais combien Tuniformité des mesures nouvelles , qui lanièn^ 
tout au mètre cube» ou stère ^ et leur subdivisioii décimale, qui 
jrend toutes les opérations semblables à celles qiy s^etfeclucnt sur 
les nombres entiers, sont préférables h ces di-ers procèdes, quel- 
^^ingénieux qu^ils puissent paraître. En leS mettant ici sous les 
yeux du lecteur , en comparaison avec les calculs décimaux , j''ai. 
eu principalement pour but de rendre plus frappant fimmense 
avantage de ceux-ci j avantage dont il faut espérer que sera con-^ 
Taîncue la génération future, si son éducation est bien dirigée sur 
ce point j car tant que les ouvriers ne se déferont pas du pied et 
de la toise, qu'ils portent avec eux, qu''ils s'en serviroiit pour 
prendre leurs mesures, et qu'après avoir fait le calcul suivant ce* 
mesures, ils auront encore , pour se conformer h la loi , à convertie 
les anciennes mesures en nouvelles , il est impossible qu'ils voient 
dans le système métrique décimal, autre chose qu'une innovation 
importune. Enfin , il faudrait que tous ceux qui ont des nombres 
ii prescrire , soit comme administrateurs , soit comme ingénieurs^ 
choisissent , autant que cela se peut , des nombres ronds , en non- 
Telles mesures, qomme on le faisait dans ks anciennes. 

Les conversions d'un système dans l'autre , devenant de pins 
en plus rares, s''effectueraient sans peine par les tables dressées 
depuis long-temps pour cela; et quand on n'aurait pas ces tables 
sous la main , on y suppléerait en calculant, par ses dimensions 
exprimées en nouvelles mesures , la valeur du volume que l'on 
veut exprimer par ces mesures. C'est ainsi qu'en formant le cube 
du nombre décimal qui exprime la toise par le mètre, on aurait 
le rapport de la toise cube au mètre cube. 

. Le bois de cbaufifage se mesure en le rangeant dans un châssis 
ou membrure ; et le tas prend la forme d'un parallélépipède rec- 
tangle qui a pour base l'aire de cette membrure , et potiT hauteur 
la longueur des bûches. La membrure qui déterminait l'ancienne 
corde, avait 8 pieds de long sur 4 pieds de haut, et par con- 
séquent 3a pieds quarrés de surface. La longueur des bûches étant 
de 4 pieds, la corde de bois contenait ia8 pieds cubes; et par ce 
nombre , on en calculerait sans peine le rapport avec le mètre cube 
ou stère. 

Quand les mesures ne sont pas des parallélépipèdes , mais des 
cylindres, comme l'étaient les litrons, les boisseaux, comme le 
sont les litres, leur volume se calcule au moyen des expressions 
propres ^ cette fsrme de corps. 



OBSERVATION. 

Dans la forme dt nboimement adoptée pour Texpositioii des Blé» 
IMBS de Gëomëtriey* 

Un axiome eM une yénté évidente par elle-même , 

Un théorème f nne proposition k démontrer, 

lineorollairef nne consë^penced'nnepropositiondéjàdëmontréei 

XJn problème j une question à résoudre. 

Une proposition qui ne sert que de pr^aration à une antre, is 
somme aussi iemme^ 

Et Pon donne aux remarques le nom ât sekolies* 

n est à propos d'obserfer qu^nn théorème renferme deux parties , 
iavoir : Vhypothèsef et la conclusion qui en est la conséquence. Il 
n'est pas toujours possible de renverser l'énoncé ; c^est4i-dire qu'en 
prenant la conclusion pour hjrpothèse , on n'a pas toujours pour con^ 
cluaion nécessaire l'hypothèse primitive ^ et cela, parce que la con- 
clusion primitive convieiit quelquefois à un plus grand nombre de 
cas que l'hypothèse : de là vient la nécessité de démontrer les propo* 
màoûÊ UTencty lonqQ'oB Tcnt en iliare usage* 
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GÉOMÉTRIE. 



Nouions générales sur FEtendue. 

1 • JLi* ESPACE que les corps occupent à nécessairement 
trois dimensions j que l'on désigne par les noms de Ion- 
gueur, largeur et profondeur y ou épaisseur. 

Un corps ne peut être privé de l'une de ces dimensions 
sans cesser d'exister ; mais il n'est distinct de l'espace 
indéfini que parce qu il est terminé , ou qu'il a des limites 
sans lesquelles il ne saurait être conçu. Ces limites^ qui 
tombent sous nos sens et qui n'ont point d'épaisseur^ sont 
des surfaces. . , 

Quand un corps présente plusiflirs faces , chacune 
a y dans le lieu où elle se joint à une autre y ses limites , 
qui n'ont ni épaisseur^ ni largeur^ et qu'on nomme 
lignes. 

Enfin ces dernières ont elles-mêmes^ aux endroits où 
elles se rencontrent^ leurs limites ou leurs extrémités, 
ipn n'ont ni épaisseur^ ni largeur^ ni longueur^ et qui 
Rappellent points. 

Géométrie. 7* édition. A 



2 ELEMENS 

L'existence de ces diverses espèces de limîtes'ne peut 
être révoquée en doute , puisque ce n'est que parleur 
moyen que nous jugeons de la figure des corps. Nouf 
les considérons , par la pensée , chacune en particulier , 
en faisant abstraction d'une ou de de\ux des dimensions 
du corps , qui d'ailleurs ne sauraient être anéanties ; car 
comme nous ne pouvons que nîodifier les formes de la 
matière , nos opérations s'effectuent toujours sur des 
corps ^ et jamais sur des surfaces, des lignes ou des 
points : mais leur résultat s'éloigne d'autant moins de 
celui du raisonnement / que nous' apportons plus de soin 
à diminuer les dimensions étrangères à celles de la limita 
que nous avons considérée sur le corps. Parle raisonne- 
ment, nous atteignons cette limite ; parle calcul, nous 
pouvons en approcher indéfiniment , tandis que l'exac- 
titude des opérations mécaniques trouve ses bornes, dans 
l'impeifection inévitable des instrumens. 

2. Parmi les lignes , celle qui s'offre la première est 
la ligne droite , dont on donne une idée nette dès qu'oii 
énonce que c'est le plus court chemin poyr aller d'un 
point à un autre. 

Dans cette idée se trouve aussi comprise la possibilité 
de prolonger la ligné droite indéfiniment au-delà d% 
chacun des termes qu'on lui a^ d'abord assignés ^ et l'im- 
possibilité de le faire de plusieurs manières. 

n est évident qu'il n'y a qu'une seule ligne droite : 
toute ligne^qui n'est ^is droite ou composée de plusieurs 
lignes droites , est courbe ; et l'on sent qu'il doit y avoir 
tta nombre infini de Ugnes courbes. 

Parmi les différentes surfaces qui terminent les corps , 
Gp. remarque d'abbrd le plan ou la surface plane ^ qui 
diffère de toute autre , en ce qu'on peut y appliquer 
exactemei^f , ou y tracer une ligne droite . dans tous !•• 
sens *, il ne peut y avoir qu'une seule espèce de plan. 
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Toute surface qui n'est pas plane ou composée ^e 
plusieurs plans ^ est courbe ; et le nombre des surfaces 
courbes est iniini. 

J'exposerai successivement les propriétés -les plii» 
remarquables des lignes^ des surfaces et des corps , en 
me bornant à celles qu'il est indispensablement néces- 
saire de connaître pour étudier avec fruit les diverses 
branches des mathématiquespur^et appliquées. 



PREMIERE PARTIE. 

SECTION P R E M I È R E. . 

Des propriétés des lignes droites et circulaires. 

N. B. Pour toute cette première partie , lès tigues représentifes 
'dUms les figures sont, situées sur un Bftéme plan. 

Définitions et notions prélimincdres- 

S. \-7N ne considère, dans les élémens de Géométrie, 
que deux espèces de lignes, savoir : la ligne droite , ou 
simplement la droite y qva est le plus court chemin pour 
aller d'un point à un autre , et la circonférence du cercle , 
ou la ligne circulaire ,' dont tous les points , situés sur le 
même plan, sont également éloignés d.*un autre point pria 
dans ce plan , et qu'on nomme le centre, 

AB\fig.i^*i est une droite. Il esi évident (2) que FIG. i. 
rien ne s'oppose à ce qu'on prolonge indéfiniment la 
droite AB en-deçà du point A et au-delà du point B , et 
qu'elle sera déterminée par deux autres quelconque» de 
Hîi point» j C et P; aussi bien que par les points A et £ ; 

A a 
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c'est-à-dire , que si Ton proposait de joindre par une 
droite les points C e^D, le trait passerait sur la ligne AB. 

FIG. 2. AB CDyfig. 2 , est une circonférence de cercle dont 
le centre est en O.'Les droites AO^BO,CO,qai me- 
surent la distance des points quelconques y^, B, C, de 
cette dernière ligne au centre O, et qui sont toutes égales, 
se nomment les rayons du cercle; une pai:tie quel- 
conque de sa circonféflince se nomme arc : enfin Ton en- 
tend par le cercle la portion du plan terminée de toutes 
parts par la ligne circulaire. 

Il est visible que , pour trouver tous les points qui sont 
à une distance donnée a a du pbinf O , il suffit de décrire 
de ce point, conmie centre, et avec un rayon égal à / 
ao, une circonférence de cercle. 

Cela posé, je considérerai d*abord les lignes droites. 

4. Mesurer la distancé de deux points ou la longueur 
d*une droite, c'est chercher combien de fois cette droite 
en contient une autre > prise pour unité , ce qui se fait en 
portant la seconde sur la première , autant qu'il est pos- 
sible; et si Ton trouve un reste , il faut tâcher d'évaluei^ 
ce reste en fraction de la seconde ou de Tunité. 

En général, mesurer une ligne par une autre, c'est 
chercher le rapport de ces deux lignes, ou chercher s'il 
n'y a pas une ligne plus petite qui soit contenue un nom- 
bre exact de fois dans Tune et dans l'autre , et qui par 
conséquent soit la commune mesure de toutes deux^ 
Cette recherche est donc , par rapport aux lignes , ce 
qu'est celle du commun diviseur à Tégard deç nombres. 

5. Problême. DeUx droites étant données, trouver 
leur commime mesure ^ ou au moins le rapport appro- 
ché de Tune à l'autre, / 

FIG.3. Solution. Soient AB et CDyJig. 3, ces deux droites : 
on portera la plus petite CD sur la plus grande, autant 
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qu'elle pourra y être contenue ; on trouvera qu*çUe y est 
trois foh depuis A jusqu'en E^ ayipc un resteJS-^ ; eur 
fiorte que Ton aura : : 

AB^ZCD + EB. 

On portera ensuite sur CD le reste E B , quî.s*y troi^versi 
contenu quatre fois avec un second re^te FD^ ce qui 
donnera 

cd = 4b:b + fd. 

On portera ce second reste sur EB ; et coname il sera 
contenu une fois de jEen G, avec un troisième reste GB , 
on aura EBzzzFD + GB. 

Jlnfin G B étant porté sur FD^ et s'y trouygnt troi» foi», 
il viendra , pour dernier résultat, 

FD^nSGB. 

En remontant de la valeur iè FD i celle de EB^ de 
celle-ci à jcejle de .ÇZ>, et de cette dernière ^ celle de 
A£f yOn trouvera successivement 

FD:=mSGB, EB^s^OB^, CD^ig GB, AB=Si GB : 

. .1 . ■ , ■ • 

d'où on voit. que le dernier reste GB est la commune 
mesure de^ droites uiB et CDt ; ^t puisqu'il est 61 foi» 
dans la première, e^ ig foisi dans la seconde^ il s'ensuit 
que cesdroitessont^ntre elles dactf le r«q>pQrtde6i à 19. 
Rien ne doit être plus facile maintenant que d'appli- 
quer ce procédé à tput a,utre exei^ple, La comparaison 
jdes. restes st^cçessifs do^t.être poussée jusqu'à ce ^ qu'oie 
en trouve un qui soit contenu un nombre exact de fois 
dans celui qui le précède , ou qui soit tel , que le reste 
qu'U pourrait laisser dans cette opération échappe aux 
«ens p^r S4 peti^esswB. C'est ainsi qu'on parviendra toii«- 
^ours à.tin résultat au moins approché. 

6. (1 eçt évident qu'une droite n'en peut rencontrer 

une autre qii'éâ un deul poiqt (3). 

A 3 
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tlG. 4. 7, L*espace indéfini BAt^,Jîg. 4 , compris enti*e deux 
droites qui se coupe At en un point A , et que Ton peut 
concevoir prolongées autant qu'on le voudra , se- rionitne 
angle. Quoique cet espace ne soit pas fermé du côté BC, 
il est néanmoins bien distingué du rest^du plan^ par 
les limites j4B etA C. Deux angles peuvent différer entre 
eux à cet égard ; la droite AD , par exemple, fait évi- 
demment, avec AByXm angle plus grand que celui que 
font entre elles les droites AB et AC, 

On désigne ordinairement un angle par trois lettres , 
en mettant au milieu celle qui occupe le point où les 
deux lignes se coupent , point qu'on nomme sommet de 
l'angle. L'ahgle formé par les droites AB et AC , est 
l'angle BAC, Quand' il n y a qu'im seul angle âans un 
point , comme en a , .par exemple , on peut ne mettra 
que la lettre du soDMnet, £t dite l'angle a. 

8. Deux angles sontégaux'lorsqu*étaht posés l'un sur 
l'autre , ils se recouvrent parfaitement. L'arigîé bac sera 
égal à l'angle BAC, si , la^droite ab étant. pos^/e sur 
AB y de manière que le point a soit sur le point A , 
l'autre droite ac tombe* sur A^C- Il n'est pas nécessaire , 
pour qiïe l'égalité ait lièu\ que les longueurs des lignes 
AB et abyACetaCy soient 'respectiveiment égales; car 
on sent parfaitement qlié si dâhs les portions AV tt Ad 
déleùrs longueurs, lëè'flrbîtesu^^ et'!i!fC se confondent 
avec les droites àb et ac\ il en sera de même dahè tout 
le resté; lorsqu'on prolongera celles-ci d'iitie quantité 
suffisante'. • • . ' " ' ' " 



') 



9. La ^^ition* respective de deux droites dépend é$ 
rai>gle qu'elles foht centre elles. Parmi toutes les situa- 
tions qu'une droite peut avoir àl'égard d'une autt% qu'elle 
rencontre, la plus remarquable est la situation peypendi" 
eulaire. C'est par ce mot que l'oja désigne'Je ca» où une 
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droite '^ ÇyJlg.S, tombant sur une autre j^^,fait, ^vcc iIG. 5. 
cette dernière, prolongée au-delà du point, J^ ça AD , 
deux angles BAC et DAC égaux entre eux : c'estrà-dire 
qu'alors si on plie la figure le long de la , ligne AC, la, ' 
pottiohAB de la droite ^Ddoit se coucAer sur l'autre 
portion AD. 

n éist évident que , dans ce cas , la droite AC n% 
pencbe ni vers A , ni vers B. 

Les ai^gles BA C et CAD sont nommis angles droits. 

Tout angle moindre qu'un droit ser nomme a/ig^ P^ig^» 
L'angle jB>^£ est un. angle aigu. ^ ,. ; : 

Topt ai^e plus grand ^qt'un droit se homme angle 
f>btus. L'angle BAF^st un aiigle obtus.- 

Il est visible qu'un angle droit doit teh. couvrir un 
-autre; que l'ange droit ./ï\fi'Z/, ^g, 6 , par ^xemple, FIG. 3. 
étant placé sùrrangfe^dibit -^j5D, doit le couvrir exac- 
tement. En effet, si l'tôn pT*nd ^-5 = :/4f''^, éf qii'on 
porte ensuite la figure -i!f Ci)'* *8ilr ACD , en faisant 
coïncider les points i^jCt.^, ^avec les points A et'B, 
les droites AC et A'C se couvriront parfaitement^ puis- 
qu'on n'en peut mener qu'une seule entrç, deux points 
donnés; et si la ligne jB'D'' né tombait pas' ' ^prs sur 
BDl mais prenait une position Bd^les angles -^iB'/X, 
Jy'B'C, représentés par ABd, dB C, iiteSêr^ïerftpas 
égaux, et ne seraient par conséquent pas droits. ■ '"' ' 

1 0'. Oh voit y à l'inspections seule de la figure 5 , que FIG. S 
lasomme de tousleç angles BAE , EAG ^' CAPyFAD^ 
qu'on peut faire du même côté d'une droite.: et autour 
d'un de ses points pris popr sommet ,, équivaut toujours 
à deux droits , en quelque nombre, ^ua soient çt^ 

angles. " ,'.../.- '. .' ^ y. 

4 ...»•",( .-41 . ■ . . » '1 • 

11. Lorsqu'uije droite AÈ tombe sur une autre 
droite prolongée de part et d'autre du point de rencori- 

' A4 
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tre, elle fait^ avec cette autre ^ deux angles EAB et 
EADy qui^ réunis ensemble , valent deux droits. 

FIG. 7. Deux droites BD^t EF^Jig. 7, qui se coupent, étant 
prolopgées au-delà de leur point de rencontre A , for- 
ment autour de ce point quatre angles qui sont opposés 
parle sommet deux à deux, savoir : EAB à F AD, E^AD 
à FAB. 

la. 7%^oré/ne. Les anglfcs opposés par le sommet que 
forment deux droites en se coupant , sont égaux: 

Démonstration. En effet, il résulte du numéro précé- 
dent, que la somme des angles BAE et DAE , placés 
du même côté de la droite DB y est égale à deux droits, 
et que celle des angles DAEèt DAF^ placés du même 
côté de la droite EF^ est.anssi égale à deux droits : d*où 
il suit que les angles BAE et DAE réunis , équivalent 
aux angles DAE et DAF réunis. Retranchant de part 
et d autre Tangle commvokD AE, il resteraVangle BAE, 
égal à Tangle DAF, qui lui est opposé par le sommet. 

On déniontarerait de même que l'angle DAE est égal 
k'BAF. 

i3. Corollaire. Il suit de la proposition précédente , 
FLG.8 que si Ton continue au-dessous àeAByJig. 8, la droite 
A C, qui fait avec Ù B deux angles droits, CAB et CAP, 
8OÎ1 prolongement AE fera encore , de Tautre côté dp 
ABy deux angles droits, BAE et DAE y puisque ces 
angles, étant opposés par le sonunet aux angles CAD 
et CAB y qui «ont supposés droits , seront eux-mêmes 
droits (9). 

n résulte encore de là que CE étant perpendiculaire 
«ur Z> -^ , DB Test aussi sur CE. 

Si maintenant on mène par le point j^^tant de droites 
FG, HI > etc. qu'on voudra, il est visible que la somme 
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de tonsle» angles BAF, FAC , CAH-HAD^ BAQ 
OAE , JpAI, lAB , ^e ce« dcoite» fei?diit entre eues -, 
ne composera jamais que quatre angles droits* 

i4' On ne pept enfermer un espace par un .nombre 
de droites moindre que troîs. Cet espace se'nbiiimjB 
triangle. Les lignés qui le terminent se groupent deux à 
deux, et forment trois ârigteis : ABC\ Jig.'^ ^esi un FIG. ^ 
triangle dont les côtés so^t AS , AQ^BÇ]. «et les ,. ; 
trois angles sont -^, i?, C . 

Les premières propriétés du triangle ^erv^nt^^e^se 
« tout ce qui regarde la «situation re8peç|iyç;^e$ ^oit^^Si 
U: convient de les faire cosmaitre avautd^l^x' plus loin; 

ï5. flmûrçaes. Puisque la Kgnê .droite V^ 5 , est 
!e plus court cheniili'pota aller du point' if àu'ptyint 
B, il s'ensuit que la somme des deu!K^iitréâ c6téô A€ 
et B\Ç fi^ triangle ^ j5 Ç ^ surpasse -/<^ j. f^\Xm Y^rra 
de même que la ^^fiip^ à,e fleuxxôtés q^^lçqijmi^içâ d'un 
tirlaQgjie surpasse touJQurs |e troisième. ^ • / • 

Mais si l'op prçuid dans l^inf éri^ur d'^ç ^n^qgl^i ABH^ 

im pqinf:; quelconque Jp^.et t^u'en tir-^le^^Fi^^i^'/^'^ 
EB ^Isk somme det ces 4rQit^s jev^,m(^\iè^^^ipecè}l^ 
des d^pjtes AÏC eVBÇ qp\ h^s ^pveioggfpt. ]fe^ pffeti* si 
ron tira par le poix^t E v^e^ droite GFv V^\ "Qoupe- eu 
mêuie texnpsies deux'^itçç c^C et BÇ^ oq ^^a .. . 

d'où- il suit que le cojÀàm'iiéùFB sera' mbïndrë que la 
somme des droites AC et CB. Par la même raiâbn', 

AM < 40^^ QE,EB <EFiirff£; . i 
donc AE+EB<iAG^GE+EFHhFB,,^ . . 
ou plus petit que le coaa^ux AGFB^ çt^paiv^nséqttenl 
à plus forte raison plus petit qiie la sosunedesidraitea 
AC etBC^ 

On distingue six choses dans un triande^ earoir trois 
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angles et trois côtés. Il y a entre ces six choses des rela« 
jdons nécessaires qui sont contenuesdans les propositions 
suivantes. 

• . • • I • . . ^ ff 

16. TTiéorêrhe, Lorsque deux triangles . ont un angle 
égal compris entre deux côtés égaux ^ chacun à chàciuiii 
. ils sont égaux dans toutes les autres parties. 

• » • • • 

Fia 10. Si l'angle Cdn triangle ABC.fig. 1 o, est égal à Faliglé 
C du triangle A'ffC^ et qub les côtés AC et BC , qui 
comprennent le premier de ces angles , scnent respecti- 
vement égaux aux côtés A!C etffCy qui comprennent 
le second^ le triangle ABC sera égal au triangle Aff-C 
dans toutes ses autres parties; c'est-à-dire que l'angle A 
sera égal à l'angle. A\ l'angle B à Tangle^/et le côté 
AB au côté AB\ ^ 

' * • ' • . 

Démonstration. Si Ton portfe lé triangle A'CB^ sur 

le triJùigle J^C5 /de*ianière que le côté AC tombe 

sur AC y en mettant le point C sur le point C, le point 

u^' se trouvera sur le point A y puisque AC :=:Ai!^\ de 

pliiS'^ les angles ACBetACB\ étant égaux par Fhypo- 

thèse^se couvriront exactement, et le côté Cff tombera 

par conséquent sur le côté CBitr&a. le point -fi' tombera 

•ur le point B^ puisque CB==:CB^: Lsl droite' A B'^ 

ayant sesdeux èxtrémhés sur celles de la droite •^:&, se 

confondra avec elle;le trîangle^!/^'6^^' couvrira donc 

exactement le^ triangle \/^Cj9^ et lui sera, parfaitement 

n est ittj^ttabtde remarquer que lès côtés>^aux , ou 
eeux quit'se couvrent lorsque les deux figures sont posées 
l'uae sur l'autçei y se trouvent o^iposés à des angles égaux 
dans chacun des triangles;^ ainsi,! L^'^, qui se confond 
avec AB , est opposé à Tangle C égal à Tanglè C. Il e» 
est de même dans Içs p^opositiidns suivantes. • 
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• .17. Corollaire» VjçitriaxigU^st entièrement déterminé 
.pfr^^l'un 4e se^ ^gles 'et les deux côtés* qui le coni«* 
prennent^ puisque^ qu^nd deux triangles. sont égaux 
^aiis.. ces parties , ils le 'spnt dans toutes les autres. Om 
jpeut encc^e se convaincre de^cette vérité,. en observant 
que lorsque Tangle C est dpnïié , la situation, respective 
des côtés ^C et CB Testaussi ; et si l'on a de plus leur 
longueur^ qui fixe les points Â. et B, on ne. pept joindre 
ceè pointis que par la seule oroite A £_, .et on n'olptient 
ainsi que le seul triangte ^^ C r 1 . 

ï8. Théorème: Lorsqiife denx^aiiglefé'bn*; chactm i 
diacfun , un côté 'égdadjacent à denx'taig^eii égaux/ cet 
triangles sont parfaitement égaux. > ' ? . 

Si te côté >^iî*du tHangïe 4B desï égîs^ au c0té J-J^ 
du triangle Jl'B'C, et que les angfes C!^i? et CBA du 
premier triangle soient respectivèteiteidrè^tix aux angles 
C jf-Bf ^tCB'jt du second, ces deua^ triangles «eroi^t 
égaux en tout. 




pjDs^^sijr le, triangle .A fi C, de.i^^dère quele côt^ \A'Bf 
soit place sur soh égal ^j& , aavoir :,le point A ^ykxyt 
point A, et le pomt B sur le pomt B. H suit^de 1 égalité 
des angîeà CÀB et &yè^B' ■ que ikcôté U'C^^ibit tom-^ 
ber dans la direction du côté AC \ de/même les anglbi 
CB A i^C^ ÏÏjtr^i^\ ^ai:»x^ leqÔtéC'^^ togiberadans 
la dii'ection'de CÀ, et le point (^/commun aux deux 
côtés CA' et CBf, se trouvera par" confe^ëitl'ètlrfe 
point C, commtiii aux'deiix côtés CA et CB: les deux 
triangles se couvriront r p.a^H^em(^t)-iet^^sievonl|4(Hip 
égaux idans toutes lours; parties. . ... .> ^.^ ..- .^ 

19. Théorème. SMes côtés <zi et 6 c du triangle abc^ 
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rXG. i^'fig, n , soûtrespectivèment égaux aux côtés ABtt BC 
du triangle ABC ^ et que l'angle b , compris ent^ les 
deux premiers y soit moindre que l'angle B <, compris 
entre les deux derniers^ le côté ac , opposé à l'angle h 
dans le triangle abc^ seta moindre que le côté AC , 
opposé à l'angle B dans le triangle ABCj ^' 

Démonstration, En effet , lorsqu'on place le triangle 
tibc sur le triangle ABC, en posant ab sur AB , le 
point c ne peut prendre que les trois positions représen- 
tées en C dans les numéros i , s et ? de la figure/ 
. Par la première ^^ dans laquelle il toqibp ^ur l.e côté 
AÇyil est éyideot que ^ C^^ qui ^repréaenîte ac ^ est 
moindre que AC, 

Par la seconde , qui suppose Iç point C au-dedans du 
triangle ^i& C ; çn^urait 

d'où fl résiâteiriSÏ encore 

I ■ 

AC ouac '^AC ^ 

puisque BC^ qui représente 6c, est égal à BC par 
^riyypothèse- .y. • < 

Enfin dans la troisième position , le point C étantex^ 
teneur au trianeïe l^if^Ô, pn ai^râit ' ; : 

AÇ<àlfï^OA, BC<iioB + bc, 

i^d'où ott conclurait / 

AC+BCKOC+OÂ^OB-f-VC, 

i*« ■* . "' 

j^eqjiir'revient d'abord à \. : . 

.'» / : ACr{-BC<AC'hBC, 

puisque OC+.Oj&= -fi C, OvZ-f-OOar^^C; et re- 
tranchant ensuite de part et d'autre les lignès^ égalée' 5. C 
et BO fû resterait toujours 

A€f ovi ac<^AC. 



'^ . • V- -^ 
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âo. Corollaire, Il suit de là que deux triangles df nt 
les trois côtés sont égaux chacun à chacun^ sont égaux 
dans toutes leurs parties; car si les côtés AB^ AC, BCj 
du triangle ABC,fifç, i ô, sont respectivement égaux aux FIG. ro. 
côjfc>4'^.>/Cet^C,dutriangle^^'C/,ranglecom. 
pris entre aéux côtés quelconques du premier ^ sera égal 
à Tangle compris- entre les deux côtés. égaux à ceùx-^i 
dans le second. Si^ par exemple y l'un des -deux angles 
B etB' était moindre que l'autre , l'un dès oôtés AC et 
A! C serait aussi%ioindre que l'autre (n° précéd. ) , ce 
t[ui est contre l'hypothèse : donc les triangles ^^ Cet 
Al Bf C ont en même temps leurs côtés et leurs angles 
égaux chacun à chacun , et sont par conséquent égaux 
(160U18). 

Al. Problème, Les trois côtés d'un triangle étant don- 
nés séparément , décrire le triang)[e. 

Solution. Soient i^f, N,P,Jig. 12, les trois lignes don- piG. m 
nées : ayant pris laf première pour former le côté AB, 
on décrira du point À , comme centré , et d'^n rayon 
égal à la seconde ligne N, un cercle CD C , puis du 
point B, comme centre , et d'im rayon égal à la troi- 
sième ligneP, un autre cercle C^C. Leurs circonférences 
se couperont en deux points , C et C^, situés l'un au-dessus 
de AB^ et l'autre au-dessous. En joignant chacun de ces 
points avec les extrémités de la ligné AB yOn formera 
deux triangles qui satisferont à la question,, puisqu'ils 
auront leurs côtés respectivement égaux aux trois lignes 
données. 

. aa. Remarque. Si l'on prenait trois lignes au hasard » 
il pourrait arriver que Içs circonférences des deux cercles 
Récrits ne se rencontrassent pas. Cette circonstance au- 
raitlieu^ 1°. dans lecasoùP +^^9^ï"^it momdre qaeM. 
En effet , il est visible ^ et en le prouvera d'ailleurs dans 
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la icdte, qutdeiixcerclesnepeaTeiit se couper qu'autant 
que la distance de leurs centres est moindre que la somme 
de leurs rayons, â^ Dans le cas où Tun des cercles 
«mbrasser^dt Tautre , c'est-à-dire , où l'on aurait • *^ 

Ces deux cas sont compris dans la condition générale , 
que la somme de deux côtéSvquelckmques d*un triangle » 
est toujours plus grande que le troisième^ et qu'on 
peut simplifier en renonçant ainsi : La somme des deux 
pluspetits côtés d'un triangle est toujours plus grande que' 
U troisième. En effet , la condition N-^P^M doit suffire 
lorsque A^.et Psont moindres que M ^ puisque dans ce 
cas, les conditions N+M^P et P-^-M^N, sont né^ 
cessairement remplies. La solution du problème précé- 
dent , qui met en état de construire un triangle égal à un 
autre ^ en faisant usage des côtés de ce dernier , offre 
le moyen de faire un angle égal à un autre. 

a3. Problème. Par un point donné , pris sur une ligne 
donnée, faire un angle qui soit égala un angle donné. 

FIG. i3. Solution. Soient,Jî^. i3, CAB l'angledonné, ^J^'la 
droite sur laquelle on veut construire le nouvel angle qui 
doit avoir son sommet en A^ ; je prends sur les côtés du 
premier, à partir du sommet, deux distances, AB et 
A C , égales entre elles , et je joins , par une droite , les 
points Cet ^, où elles seterminent. Portant ensuite ^^ 
de >/ en -fi* , je n ai plus qu'à décrire sur >^'^ un triangle 
dont les deux côtés A C exBf G soient respectivement 
égaux à ^ C et à BÇ^ ce qui se fait en marquant l'un* 
des intersections C des circonférences des cercles décrita 
arec lés rayons ACeiBC, des points^' et \fi' comme 
centres. Tirant A' C,r angle C A' B" sera égal à FangW 
CA B, puiscpieles triangles CAB^tC A' ÏÏ sont égaux 
par construction ( a 1 ) . 
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: 5i4< Problème, Un tijangle étant donnéy en oonstmir» 

^n ^tre qui h^ éoif égal , en employant a la constrno 

^on de cet autre un angle du premier: et les de^ côtés* 

qui le comprennent. 

".,•••••' ■■..•/. 

^ I SolutYm, Si cet angle et ces côtés sonlFangle C et les 

droites A C-ét B C, du triangle AB C ,Jig, i o , on fera sur FIG. i«. 

la droite jf Cun angle' C égal à C \ puis on pf^ndra sur 

ses côtés A^ C etC ff yk partir du point C , des distances . 

égale&à u^Çetà^C, qui déterminerontles points^' eti'; 

joignantcespointsparune droite ^ on formiera.le trjangle 

A* C'B' égal au triangle ABC , parle numéro 16. 

a5. Problème, Un triangle étant donné, en construire 
un autre qui lui soit égal , en employant à la construc- 
tion de ce dernier un côté du premier et les deux angles 
adjacens. 

Solution, AB étant ce côté, u^et iîles angles adja- 
* cens, onprendra sur la droite^'-fi' uiîe partie A' B'-=zAB ; 
on fera, aux extrémités de A' B' , les angles Af et B'^ 
respectivement égaux aux angles A et B, Ayant ainsi 
la direction des droites A' C et ff C, en les pro- 
longeant jusqu'à ce qu'elles se -rencontrent en C ^ on 
formera le triangle AB'C égal au triangle ABC^ par 
la numéro 18. 

Des lignes perpendiculaires et de^ obliques, 

\ ■ 

2G. Théorème, hesligaes A Cet CB,Jig. 14, quiFIG.14 
partent d'un point quelconque Cdela droite CZ>, per- 
pendiculaire sur AB , et qui s' écartent | également du 
|)ied de cette perpendiculaire , c'est-à-dire du point D, 
èù elle rencontre la ligne AB, sont égales; et celles 
qui s'en écartent le plus sont les plus longues. 

Dëijionstration* Puisqu'on suppose que les distances 
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AD et pÉ Êoat ig^^ entre elles, que^ parla nàturede 
la perpendiculaire » les angles CD A et CDB sont 
égaux (9) , etqû -enfin la ligne CD est commune aux deux 
triangles>^CZ7 et DCB, il s'ensuit que ces triangles ont 
un angle égal compris entre des côtés égaux chacui;! à 
chacun y et sont par conséquent égaux ( i?) : donc 
SC±:i AC ; donc les lignes AC et BC , qui s'écartent 
également de la perpeddiculidxe CD, sont égales entre 
eDes. 

Si l'on tire j^àr le point C la droite CE , qui s'écarte 
plus â^e CD qiie ne fait GÂ , qu'on prolonge CD au- 
dessotisdé AB , dune quantité CD±=CD, et quW 
tire le0 droites ACetCEyOn auta 

CE+Cf È>CA + CÀ[i^y 

Mais les triangles C A D et CAD seront égaux , en 
yertu du numéro 163 puisque les angles A D Cet ADO 
•ont égaux ( i3), que les côtés CZ7 et CD sont égaux 
par Construction, et que le côté AD est commun à ces 
deux triangles ; on aura donc 

AC=AC. 

On prouvera de même que CE-^^CE, et il en résulterai 

^CE>aCA ouCÉ>CA, 

ce qui montre que les lignes qui s'écartent lé plus de la 
perpendiculaire sont les plus longues. 

527. i" Corollaire. Les lignes AC , CB, CE, se 
nomm.ent obliques , par rapport à la ligne ^^ ; et l'on 
dit en côi^séquence que les obliques qui s' écartent égale^ 
ment uè la perpendiculaire , sont égales , et que celles 
qui yen écartent le plus sont les plus longues c d'où il 
résulte évidemment que si deux obliques sont égales , 
elles ne tombent pas du même côté de là perpendicu* 
laire, mais qu^elles s'en écartent égalemeoit de chaque 
éôté de son pied. ^ 
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ûB. ac Corollaire. Il suit de là, i«. quelaperpendiciï- 
laire CD est la plus courte de toutes les lignes que Ton 
peut mener du point C sur la droite AB, et est par 
conséquent la mesure naturelle de la distance entre ce 
point et cette droite : 

a®. Qu'elle a tous ses points à égale distance des points 
AetB', car si Ton prend sur sa direction un point quel- 
conque F ^ on aura encore 

AFz=zFB : 

3**. Qu'un point quelconque G, pris hors de la perpen- 
diculaire , est inégalement éloigné des points ^ et ^ ; car 

on a BG<iBF+FG , 

doù BG<iAG, 

puisque BFz=zAFetAG=AF+FGi 

4®. Enfin que d'un pointa une droite, on ne saurait 
tirer trois droites égales. 

ag. Problème^ Mener sur la ligne AByfig* i5, une FIG. iS. 
perpendiculaire qui la partage en deux parties égales. 

Solution, Des points AetBy pris successivement pour 
centre , et avec une ouverture de compas plus grande 
que la moitié de AB , on décrira deux arcs de cercle, CE 
et CF^ qui se couperont en un point C (*), On fera la 
même chose au-dessous de AB-^ et joignant les points C 
et C\ la droite CC sera la perpendiculaire demandée. 
En effet, les triangles CBC et CAC^ sont égaux, 
comme ayant tous leurs côtés égaux chacun à chacun (ao) , 
puisque A C-=^CB , AC-rzB C, et que CCf est com- 
mun aux deux triangles ; les angles ACD et DCB sont 
donc égaux entre eux: Les côtés AC et CD , CB et CD 
qui les comprennent dans les triangles ACD et DÇB , 

(*) Pour simplifier la figure , on n'a point trac^ les circonférences 
entières , comme dans la figure la , mais seulement les portions voi- 
sines de l'intersection cherchée. On en osera ttf)ftjoars aînii désocmais 
Géométrie. 7* édition. B 
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étant respectivement égaux ^ ces derniers triangles sont 
égaux p^ le n° 16 : donc Tangle ADC ^ égal à l'angle 
CDB , est par conséquent droit ; et de plus , à cause de 
AD = BD , le point D est le milieu de AB. 

FIG. 16. 3o. Problème, Par un point donné D^Jlg, iG, sur 
une droite AB, élever une perpendiculaire à cette droite. 
Solution. Soit D le point de la ligne AB , par lequel 
on veut élever la perpendiculaire ; on prendra de part et 
d'autre de ce point des distances égales^ AD et BD *, et des 
points ^ et j5, avec des rayons égaux, on décrira les deux 
arcs de cercle CE et CF, qui se couperont au poiut C ; 
ce point étant joint avec le point Z> , la ligne CD sera 
perpendiculaire sur AB. En effet, les droites AC et CB 
étant égales , ainsi que les parties AD et DB , et le» 
triangles A CD etBCD , ayant en outre un coté com- 
mun, CD y sont égaux; et par conséquent ADC=CDB, 

JFIG. 17. 3i. Problème. Par un point donné C^fig, 17, pris 
hors d'une droite AB , abaisser une perpendiculaire sur 
cette droite. 

Solution J^yxr^dvûXC y comme centre, et d'un rayonpris à 
volonté , mais cependant plus grand que la plus courte 
distance du point C à la droite AB , on décrira un arc 
de cercle qui coupera AB aux points A et B\ on prendra 
ensuite ces points pour centres , et avec le même rayon , 
on décrira deux arcs de cercle qui , se coupant en C , 
détermineront un second point de la perpendiculaire 
demandée CC , En effet, les points A et B étant , par 
construction , également éloignés du point C , et égale- 
ment éloignés du point C , on prouvera , comme dans 
le numéro ag , que les angles ADC et BDC sont droits* 
Sa. Théorème. D'un point C pris hors d'une droite 
AB , on ne peut abaisser sur cette droite qu'une seule 
perpendiculaire CD, 

Démonstration, Les obliques AC etBC déterminées 
daBS le problème (yrécédent , étant égales , doivent s'é- 
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carter également de la perpendiculaire (27), qui ne 
peut passer parconséqiîent que par le point D , milieu ' 
de l'intervalle AB \ or par les points C et £> , on ne sau- 
rait mener que la seule droite CD , et toutes les obliques 
qui seront égales deux à deux, quelle que soit d'ailleurs 
leur longueur , ne pourront rencontrer AB , qu'à des 
distances égales du point D» £n effet si cela n'était pas 
pour les obliques E€ et FC, par exemple , et que 
DF^DE, on pourrait prendre I>F'=Z>jE:, et tirer 
F^C, qui serait égale à CE\ il se trouverait alors du 
même côté de la perpendiculaire CD, deux obliques 
égales, ce qui est impossible (27) ^ donc l'arc de cercle 
décrit du rayon CE doit aussi rencontrer AB enF\ 
et par conséquent la perpendiculaire CD est unique. 

Quand le point d'où l'on doit mener la perpendicu- 
laire , est pris sur la ligne proposée , le théorème est 
évident (9). 

33. 1er Corollaire. Il suit de là que deux droites, Z?£r 
etFG, perpendiculaires aune même droite ABjJig, 18 , ^^^' *^ 
xie se rencontrent point, quelque prolongées qu'on les 
suppose , soit au-dessus, soit au-dessous de cette droite ; 

car si elles se rencontraient , on pourrait, du point où 
elles se coupent , abaisser deux perpendiculaires sur la 
droite AB , ce qui est absurde. 

34. a® Corollaire. Il suit encofe de la même proposi- 
tion , ij. que deux triangles ABC y A^B'C ^Jig. 19 , FIG. x^j 
qui ont chacun un angle (Jroit , l'un en A, l'autre en A' , 

. sont égaux lorsque leurs côtés BC et B^ C , respective- . 
ment opposés aux angles droits, ainsi qu'un de leurs 
autres angles , j5 et ^, par eicemple , sont égaux. 

En effet, si l'on porte le triangle A'B'C sur le triangle 
ABC y en plaçant l'angle B' sur l'angle B , le côté B'C 
couvrira exactement son correspondant BC\ le côté A'Bf 
tombera dans la direction de A§y et si le côté A!C , 

B 9 
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dontrextrémité C se trouve sur le point C, ne s'appU-* 
quait pas exactement sur AC^ il s'ensuivrait que l'on 
pourrait abaisser du point C deux perpendiculaires sur 
AB , confondu maintenant ayec A'Bf , quant à sa direc- 
tion. 

â^. L'égalité des mêmes triangles aurait encore lien , 
si les côtés AC et BC étaient respectivement égaux aux 
côtés A' C et B'C \ car en posant un de ces triangles sur 
lautre , de manière que A'C fiit sur AC , le côté A!]^ 
tomberait alors sur AB ^ parce que les angles BAC et 
B^AfC sont égaux comme droits ; les côtés BC et B'C 
devenant des obliques égales ^, placées d'un même côté 
de la perpendiculaire AC , s'en écarteraient également » 
et tomberaient par conséquent Fun sur l'autre. 

35. Remarques. 'he premier des cas d'égalité , démon- 
tré ci-dessus par rapport aux triangles qui ont un angle 
droit , a lieu également par rapport aux triangles quel- 
conques^ qui sont égaux dès qu'ils ont deux angles égaux 
chacun à chacun ^ et un côté égal , opposé au même 
angle dans l'un et dans Tautre ; mais ce cas n'est pas 
nécessaire pour ce qui suit^ et il résulte d'ailleurs d'une 
proposition démontrée plus bas (5i). 

Il n'en estpasde même dusécond. Si dans les triangles 
FIG. 20. A£CetA'B'C^QO,on2LA:=:zA',AC^A'C,BC—B'C, 
que l'angle ^ soit aigu> et que ^C surpasse CB, on n'en 
pourra pas conélore que ces triangles soient égajix; car 
ayant abaissé , dans le triangle A'ffC^ la perpendicu- 
laire Cjy , on trouvera de chaque côté de cette perpen- 
diculaire , deux obliques , C Bf et CB" , égales entre 
elles. Les triangles C A' B* ttC uf B" , entre lesquels 
\ l'angle A' et le côté A' C sont communs, rempliront donc 

les conditions données -, mais il n'y en a qu'un qui soit 
égal au triangle ABC: celui dans lequel l'angle B' est 
de même espèce que l'aftgle B , c'est-à-dire aigu , dans 1© 
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casde la figure. Il est d'ailleurs visible queTangle CB"A' 
est obtus y puisqu'il repose sur là mêtne droite que l'an* 
^eC B"ff=zCB'B\ 

36. Théorème. Lorsque deux côtés d'un triangle sont 
égaux y les angles opposés à ces côtés sont égaux ; et 
lorsqu'ils sont inégaux, le plus grand des deux est opposé 
an plus grandangle. 

-Démonstration. Si dans le triangle ABCyfig. fli, IcSfjG.ai 
côtés AB ttBC sont égaux entre eux, la perpendicu- 
laire abaissée du point B sur le côté AC, passant par le 
milieu£>de ce côté(32), partagerale triangle AB Cen deux 
autres, qui seront égaux entre eux (iG), puisque l'angle 
droit ADB de l'un sera compris entre les côtés AD et 
BDy respectivement égaux aux côtés DC et BD , qui 
comprennent l'angle droit BDC de l'autre : l'angle A 
sera donc égal à l'angle C. 

A l'égard du triangle ACE , dans lequel les côtés AE 
et EC sont inégaux, il est évident que le point E , où 
se coupent ces deux côtés,, doit tomber hors de la per- 
pendiculaire BD, vers celle des extrémités de AC dont 
il est le plus près (^8); et par conséquent dans l'angle 
FDC. Cela posé , en tirant BC, on formera le triangle 
AB C, dont les angles B CA et BAC seront égaux, d'après 
ce qui précède, puisque les côtés opposés AB et BC^ 
le seront comme des obliques qui s'écartent également 
de la perpendiculaire; mais l'angle BCA étant intérieur 
à l'angle ECA, il s'ensuit que ce dernier, opposé au côté 
AE , surpasse l'angle EAC, opposé au côté EC plus 
petit que AE. 

37. Corollaire. Il suit de là que si deux angles d'un 

triangle sont égaux entre eux, les côtés opposés à ces 

angles sont égaux entre eux; car s'ils étaient inégaux , 

l'angle opposé au^lus grand des deux serait plus grand 

que l'autre angle, ce qui est contre l'hypothèse. 

Les mêmes raisonnemens prouvent aussi que quand 

deux angles sont inégaux, le plus grand des deux côtés 

B 3 
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est celui qui est opposé au plus grand des deux angles ; 
puisque l'inégalité des angles entraine celle des côtés , 
et que quand deux côtés sont inégaux, l'angle opposé au 
plus grand côté est toujours le plus grand. 

Enfin quand les trois côtés d'un triangle sont égaux , 
les trois angles sont égaux , et réciproquement. 

38. Les triangles dont les côtés sont inégaux, se 
nomment scalènes; ceux qui ont deux côtés égaux , se 
nomment {^océ/^f; et ceux dont les trois côtés sont égaux 
se nomment équilatéraux. 

Théorie des parallèles. 

39. Deux droites qui, quoique situées dans le même 
plan, ne se rencontrent pas, sont dites parallèles entre 
elles. 

FIG. 18. Deux droites , DE et FG , Jig, 18, perpendiculaires 
à une même droite AB , sont donc parallèles entre 
elles (33). 

.40. Remarque, Tout ce qu'on va lire repose sur la 
vérité des propositions suivantes, dont l'évidence semble 
tenir immédiatement à la notion que nous avons de la 
FIG. 25. lîgiie droite : 1**. si par le point D,Jig. sa, on mène 
une droite HH^ , qui fasse , avec la ligne DB, un angle 
HDBy moindre que le droit EDB, ou qui soit inclinée 
vers la partie FG de la droite GG' , elle rencontrera cette 
dernière au-dessus de AB, lorsqu'elles seront suffiaam- 
/ ment prolongées l'une et l'autre; a®, si, par le même 
point Z>, on mène la droite //', qui fasse, avec DB, 
l'angle JDB plus grand que le droit EDB, comme elle 
fera au-dessous de j4B , l'angle fDB moindre que le 
droit E!DB , elle inclinera vers la partie FG' de la droite 
GG' et rencontrera par conséquent , au-dessous de AB^ 
cette droite prolongée sufEsamment. 
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n suitde là qu'une droite qui est perpendiculaire à une 
autre , est rencontrée par toutes celles qui sont obliques 
5fur cette autre > et qu'il n'y a par conséquent sur un 
plan que les droites perpendiculaires à une même ligne 
qui ne ce rencontrent pas ou qui soient parallèles entre 
elles (*). 



(*) CVst dans la difficulté de prourer immëdiatement cette propo- 
sition , que réside Fimperfection de la tbëorie des parallèles. Beat»- 
coup d'auteurs ont fait, pour en Tenir à bout, des efforts mutiles ^ et 
d'autres , comme Bezout, ont dissimule le vice du raisonnement, ce 
qui me semble contraire an devoir rigoureux que s'impose tout 
auteur d'ouvrages élémentaires , de ne donner jamais que des notions 
exactes , et surtout d'en faire connaître avec soin l'origine. J'ai 
jugé convenable de mettre en évidence ce point délieat, en fcH:- 
mant, à l'exemple d'^uclide, une demande , mais que je crois plut 
aisée à accorder que la sienne , parce qu'elle présente la difficulté 
réduite à ses moindres termes. ( Voyez dans les Essais sur VEri" 
seignement , le paragraphe des Elémens de Géométrie), 

Plusieurs Géomètres ont essayé de prouver la vérité de cette de- 
mande, soit directement, soit en transposant la difficulté; j^resque 
tous sont tombés dans de très-grandes longueurs , ou dans l'inton- 
vénient de compliquer par des raisonnemens obscurs, des propo- 
sitions dont la prenye directe est extrêmement simple-. On doit 
cependant excepier de ce reproche la démonstration donnée par 
M. Bertrand; elle m'a paru la plus simple et la plus ingénieuse 
de toutes celles que je connais; en voici le fond : 

U est d^abord évident que si on ajoute un angle quelconque edh ^ ^^ *^ 
itn nombres suffisant de fois à lui-même , comme le montre la fig. aS-, 
en hdh' , h'dh" y h"dK" , ^'d^'" , on parviendra toujours à 
former un angle total edh"** plus grand que l'angle droit edb ; mais 
si l'on élève sur la droite IfB les perpendiculaires DE et FG^ pro- 
longées indéfiniment , on formera une bande indéfinie EDFGy qui 
se saurait remplir l'angle droit EDB y quelque nombre de fois 
qu'elle s(fft ajoutée à elle-même. En e£^ , si l'on prend FKz=:DFy 
et qu'on élève KL perpendiculaire sur ABj que l'on plie ensuite la 
figure le long de FG y la bande EDFG couvrira exactement la 
bandé GFKL'^ ca^ les angles GFD, GFK, étant droits, la 
partie DF tombera sur FK ; et comme DF^zFK par construction, 
le point D se placera sur le point K'^ de plus, l'angle FKL étant 
droit aussi bien q«e EDF, ù ligne DE se placera snr KL, Cela 

B 4 
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41. Corollaire, Il est bien évident , d'après ce qui 
précède y que deux droites respectivement perpendicu- 
laires à deux autres droites qui se coupent, doivent né- 

FIG.a4. cessairement se rencontrer. Silaligne -FG,^g.a4>P^ 
exemple , est perpendiculaire sur BC , elle est oblique 
sur j4B y puisque si le contraire avait lieu , BC et AB 
seraient en même temps deux perpendiculaires à FG , 
menées par le même point B , ce qui ne se peut (Sa) : 
donc FG étant oblique sur AB , doit rencontrer DE , 
perpendiculaire à cette ligne. 

FIG.^. 42. 77rèorime.Lor6quedeuxdroite8,£>£etFGj^g.25, 
6ont perpendiculaires à une même droite AÈ y toutes les 
droites, telles que LM, qui sont perpendiculaires sur 
Tune d'elles , sont en même temps perpendiculaires sur 
l'autre. * 

posé , puisqu'on peut prendre sur la droite indéfinie DB autant 
qu'on youdra de parties égales à DF, sans arriver à son terme , OD 
formera un nombre aussi grand qu'on voudra de bandes égales à 
EDFG , sans pouvoir couvrir l'espace indéfini compris entre les 
deux côtés de l'angle droit EDB. U suit de là que , considéréeà 
relativement à leurs limites latérales, la surface de l'angle edh est 
plus grande que celle de la bande EDFG. Si donc on construit dans 
cette bande , sur la droite ED , un angle EDH égal à edh , il ne 
pourra demeurer contenu entre les lignes £D et FG^ son côté DH 
coupera donc nécessairement la droite FG» 
* Pour sentir la force de cette démonstration , il faut bien conce- 

voir que lorsqu'on applique l'angle droit edb sur l'angle droit EDB\ 
ces deux surfaces doivent toujours coïncider entre leurs limites la- 
térales de et db , DE et DB, quelque loin qu'on les prolonge : alors 
on verra que si les angles construits dans les bandes n'en sortaient 
pas, ils laisseraient un vide indéfini , après la dernière bande , et un 
autre djEi'ns chaque bande; mais celui-ci, qui a toujours lieu près de leur 
«ommet, est plus que compensé par les espaces qui leur deviennent 
communs quand ils sont sortis des bandes, parce que leurs côtés se 
croisant , ils se recouvrent en partie : tel est l'espace MNO , com- 
■mun aux angles EDB, GFH\ Avec cette explication , il ne 
doit rester, à ce que je crois, aucun doute sur la manière dont 
l'infini entre dans les considérations précédentes ; c'est plutôt une 
r'tendue actuellement indéfinie , qu'sicluellemcnt infinie , qu'il faut 
^qppospr aft^ plau». 
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Démonstration. Supposons^ que cela n*ait pas lieu^ et 
que LM, perpendiculaire en M sur FG , ne le soit pas 
en L sur DE ; on pourrait élever alors par le point L sur 
LM, une perpendiculaire qui serait différente de EL , 
et à laquelle EL serait intérieure ou extérieure, piar 
rapport à FG. D'après la proposition du n® 4° > ^^ » 

devrait donc rencontrer GMy ce qui ne saurait arrivei*, 
puisque les droites DE et FG, étant perpendiculaires 
l'une et l'autre sur AB , ne peuvent se rencontrer ; on ne 
peut donc pas élever sur LM, par le point L^ une pet- 
pendiculaire différente de EL : ainsi LM est perpendi- 
culaire à-la-fois à DE et à FG. 

43. Corollaire. Il suit de la proposition précédente , 

que deux droites parallèles à une troisième , sont aussi 
parallèles entre elles. En effet /toute ligne perpendicu- 
laire sur celle-ci , le sera aussi sur les d^px premières , 
qui , se trouvant parla perpendiculaires à tme même 
droite , ne pourront se rencontrer , et seront par consé- 
quent parallèles entre elles. 

44 Théorème, Lorsque deux droites, DEetFG, 
parallèles entre eUeSj^g". a6 , sont coupées par une droite ^I^* ^^ 
quelconque JH, les angles ELI et G MI, qu'elles font 
avec cette dernière , d'un même côté, l'un en dehors , 
l'autre en dedans , sont égaux eàtré eux. 

Démonstration. Si du point K , milieu de LM , on 
abaisse sur l'une des droites ED, FG, la perpendiculaire 
DF , cette ligne sera en même temps perpendiculaire 
sur l'autre (4^). Les triangles Z>L/C KFM , seront 
• égaux (34), parce que les côtés LK et KM^ respecti*- 
vement opposés aux an^és droits D et F, sont égaux par 
construction, et que de plus les angles DKL et MKF 
le sont aussi , comme étant opposés par le sonunet : 
donc l'angle DLK ou ELI est égal à KMF , et par 
conséquent à GMI, opposé par lé sommet à ce dernier. 

45. Théorème. Si deuic droites, DE et FG, font , 
avec une troisième, IH, et d*un même côté; par rapport 
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a celle-ci , des angles égaux, ELI, GMI, Tun en dedans, 
l'autre en dehors , ces deux droites seront parallèles 
entre elles. 

Démonstration. Si du point K , milieu de LM , on 
abaisse sur DE la perpendiculaire Z>F, on formera les 
triangles DLK et MKF, égaux entre eux (18) , parce 
que, d'après rhjrpothèse, Tangle DLK ou ELI est égal 
à l'angle KMF y opposé par le sommet à GMI , l'angle 
DKL est égal à MKF , conrnie opposé par le sommet , 
et enEn le côté LK est égal à KM y par construction. 
L'angle KFM sera donc égal à LDK , etdroit par con- 
séquent. Ainsi les deux droites DE et FG étant perpen- 
diculaires l'une et l'autre à la même droite DF, seront 
parallèles entre elles. 

46. Remorques. Le fréquent usage que Ton fait des 
propriétés des parallèles , a porté les géomètres à désî-^ 
gner par des noms particuliers lesdifFérens angles qu'elles 
font avec lés droites qui les coupent , droites que pour 
cette raison on appelle sécantes. 
^> Les angles tels que ELI , GMI , fig. Qj, situés du 
même côté de la sécante IH , et dont l'ouverture est 
tournée du même côté, se nomment angles correspon-- 
dans. 

Les angles DLM , FMI, sont aussi des angles cor- 
Tespondans. 

Tous les angles dont l'ouverture est entre les paral- 
lèles, sont compris dans la dénomination générale d'aw- 
gles internes y et tous ceux dont l'ouverture est en dehors, 
•^appellent angles externes. 

On distingue ensuite ces mêmes angles par leur posi- 
'tion relativement à la sécante. Ceux qui sont d'un même 
côté par rapport à cette droite, sont des angles internes 
ou àes angles externes d'un même côté. 

ELMy GMLy sont deux angles internes du même côté. 

HLD, IMF, sont deux angles externes du même côté. 

I^s angles qui sont dans une situation opposée , tant 
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par rapport à la sécante que par rapport aux parallèles» 
se nomment angles alternes. Il y a des angles alternes 
internes y comme ELM et FML, ou iDLMet GML ; 
et des angles alternes externes, comme HLD et GMI , 
ou HLE et FMI. 

47-' Théorème, Lorsque deuxparallèles, DEetGF , 
sont coupées par une troisième ligne JH , 

1®. Les angles correspondans sont égaux; 

22°. Les angles alternes internes sont égaux ; 

3°. Les angles alternes externes sont égaux ; 

4^. Les angles internes d*un même côté , réunis, for-' 
ment deux angles droits ; 

S*'. Les angles externes d*unmême côté, réunis, for- 
ment deux angles droits ; 

6°. Lorsque Tune quelconque de ces propriétés alieu, 
les droites DE et FG sont nécessairement parallèles. 

Démonstration-, i ^ . L'égalité des angles correspondans 
n'est autre chose que le théorème du n® 4^, p^iisq^ie 
les angles ELI et GMI ^fig. 26 , sont évidemment des FIG. aftr 
angles correspondans , d'après le sens attaché à ce mot. 
L'égalité de ces deux-là étant prouvée , celle de tous 
les autres angles correspondans s'en déduit sur-le-champ. 
Pour les angles DLifcf et Fil//, par exemple , ^g*. 27, FIG. 27. 
on remarquera que la somme des angles DLMet ELI f 
qui reposent sur la même droite DE , est égale à deux 
droits (11); que , par la même raison , la somme des 
angles FMI et GMI , est aussi égale à deux droits. Re- 
tranchant de CCS sommes égaliesles angles égaux ELI et 
GM/, les angles restans DLM et FMI serontuéces^ 
sairement égaux. 

a®. L'égalité des angles alternes internes, celle de 
ELI, FMH, par exemple, a lieu , parce que FMH est 
égal à GMI y son opposé parle sonmiet » et que celui-rci 
est égal à ELI , comme correspondant; les deux angles 
ELI et FMH étant égaux à un troisième GMI, sont 
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donc aussi égaux entre eux. En raisonnant d'une ma- 
nière semblable , on reconnaîtrait Tégalité des angles 
DLI et GMH. 

3**. L'égalité des angles alternes externes , celle do 
DLHet GMI, par exemple, a lieu, parce que GMI 
étant opposé par le sommet à FMH, lui est égal, et que 
ce dernier angle est égal à DLH , comme correspon- 
dant ; les deux angles DLH et GMI étant donc égaux 
à un troisième FMH, sont égaux entre eux. C'est ainsi 
qu'on démontrerait l'égalité des deux angles ELH , 
FMI: 

4**. Les angles internes du même côté, ELI et GMH, 
par exemple , pris ensemble , valent deux droits, parce 
que ELI et GMI sont égaux , comme correspondans , 
et que la somme des angles GMI et GMH , qui re- 
posent sur la même droite HI, étant égale à deux 
droits (il) si l'on substitue à GMI son égal ELI , la 
«omme des angles ELI et GMH demeurera la même 
que celle des angles GMI et GMH , et sera par consé- 
quent égale à deux droits. 

5°. Les angles externes du même côté , ELH et GMI, 
par exemple , pris ensemble , valent deux droits , parce 
que les angles GMI et ELM sont égaux comme corres- 
pondans , et que la somme des angles ELM et ELH, 
qui reposent sur la même droite IH , étant égale à deux 
droits ( u ) , si Ton substitue à l'angle ELM son égal 
GMI, la somme des angles GMI et ELH serst la même 
que la précédente , et par conséquent encore égale à 
deux angles droits. 

G**. Enfin lorsque l'une quelconque de cespropriétés a 
lieu, les droites DE et FG sont parallèles , parce que si 
c'est l'égalité dej3 angles correspondans que l'on remar- 
que d'abord , il suit du n® 45 que cette égalité entraîne 
nécessairement le parallélisme ; et quant aux quatre 
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âfltreà propriétés , il suffit d'observer que Ton conclut 
de chacune d'elles Tégalité des angles correspondans. 

En effét^ tes angles alternes internes ELIetFMHne 
peuvent être égaux sans <|ue Tanglei GMI^ égal à FMH-, 
Comnie son opposé par le sotiimet^ ne le soit par consé- 
quent à ELI : donc< dans ce casj lés angles côrrespon- 
flans ÉLI et GMJ sont égaux- 

il en est dé niêiiie dés angles alternes externes ÉLIT 
et FMI, puisque FMI et G MH étant égaux comme 
opposés par lé sommet , GMHèe trouve égal aussi à son 
correspondant ELH, 

Quand on sait que la somihe des aiigles internes oïl ^ 
externes du mênie côté , est égale à deux droits , on s'as- 
iure , ainsi qu'il suit , que les angles correftpondans sont 
égaux. Si j par exemple, lasoihme des angles ELI et 
C GMH est égale à deux droits, l'angle jEjL/ sera égal à 
deux an^es droits moins l'angle GMH\ mais parce que 
les deux angles GMH et GMl , qui reposent sflr une 
hiênie droite , valent ensemble deux droits , l'angle GMI 
sera aussi égal à deiix angles droits moins l'ongle GMH, 
et par conséquent égal à son correspondamt ELI, quia 
là niême valeur. On raisonnerait de k même manière 
pour les angles externes d*un même côté. 

48. ProWéme. Par un point doAné C,fig, qS , mener riG. a 
une droite parallèle à la droite donnée AB. 

Solution, t*ar le point C , on mènera une droite quel- 
icionqueC^ rencontrait ^Z? ; puisonfetà au point C, 
sur CB , l'angle BCD égal à l'angle ABC (aS) ; la droite 
CD , obtenue par ce procédé, sera la parallèle deman- 
dée, puisqu'elle passera par le point C, et qu'en considé- 
rant CB comme sécante, les angles alternes internes*^ 
ABC et BCD seront égaux par construction. 

4^. Problème, Par un point donné C , prisîiors d'urne^ 
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f IG. 09. droite AB,fig, 29, mcDcr une droite qilî fasse avec la 
première un angle égal ^ un angle donné a* 

Solution» Par un point quelconque A de la droite AB^ 
on fera l'angle DAB égdX à Tanglea (a3), et menant 
par le point C, parallèlement à AD (n" précéd. ) , la 
droite CE , elle fera (47) avec AB un angle CEB égal i 
DAB i et par conséquent à l'angle donné a* 

VIQ. 3o. 5ô. Théorème. Les angles ABC , DEF*,fig. 3o, qd 
ont les côtés parallèles et l'ouverture placée dans le 
même sens , sont égaux. 

Démonstration, Si on prolonge un Côté quelconque dit 
second angle ^ DE parxexemple^ jusqu'à ce qu'il ren- 
contre un de ceux du premier , en considérant les pa^ 
tallèles EP et CH ^ par rapporta la sécante Dit ^ où 
reconnaîtra que les ^angles DEF et DEC sont égau:^ 
comme côrréispondans (^47^'* Pûî» en considérant les 
parallèles AB et DH ^ par rapport à la sécante BC f 
ou reconnaîtra que les angles ABC et DHC sont égauTt 
<5omme correspondans : le» deux angles DEF et ABC 
étant égaux à un troisième DHC , seront par consé-^ 
quent égaux entre eux. 

5i . Théorème. Les tfoîs aiïgles d'un triafiglé rétmis ^ 
valent toujours deux angles droits . 

Démonstration. Si l'on mène par l'angle -<^du triangle 
FIGw 3i. quelconque ABC,Jig. 3i , une droite AD parallèle att 
côté opposé BC^ les angles ABC et EAD , formés sur 
la sécante AB^ seront égaux comme correspondans {47)9 
les angles DAC et ACB , alternes internes par rapport 
à la sécante AC, seront.aussi égaux (ifyf) : donc J'asigle 
EAC , composé des angles jB>^Z> et DAC , sera égal 
à la somme des angles ABC et ACB du triangle pro-> 
posé; et en joignant à l'angle EAC le troisième angle 
CAB , on aura y autour du point A «t sur la droite EB^ 
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trois angles , EAD, DAC , CAB , équivalons à ceux 
dujthangle ABC , et égaux à deux droits (lo). 

A^. ^. Il peut être utile de se rappeler que Tangle EAC 
•e nomme angle extérieur Am triangle ABC ^ etquil 
vaut à lui seul les deux intérieurs opposés ABC ^ 
ACE. 

52. Corollaire. Il suit du théorème ci-dessus'', que 
quand deux angles d'un triangle sont respectivement 
égaux à deux angles d*un autre triangle , le troisième 
angle de Tun est aussi égal au troisième angle de l'autre , 
puisque ce dernier angle , réuni aux deux premiers dans 
chaque triangle, compose de part et d'autre une somme 
égale. 

On voit encore par là qu'un ^triangle ne peut avoir 
qu'un seul angle droit , et à plus forte raison qu'un seul 
angle obtus. 

53. On nonmie triangle rectangle celui qui a un angle 
droit , acutangle celui qui n a que des angles aigus , 
obtusangle celui qui a un angle obtus ; et les deux der- 
nières espèces sont comprises sous la dénomination géné- 
rale de triangles obliquangles, 

n est visible que , dans le triangle équilatéral , dont 
tous les angles sont égaux (37), chaque angle est les 
deux tiers d'un droit. 

54. Théorème, Les parties AC e/t BD,Jîg. 3a , de FlG;3ai. 
deux droites parallèles interceptées entre deux droites 
parallèles , sont égales entre elles , et réciproquement. 

Démonstration, Si on tire la droite AD , on formera 
deux triangles ABD et ACD , qui seront égaux ; car 
«n prenant AD pour sécante des parallèles AB et 
CD y on verra que les angles BAD et ADC sont égaux 
comme alternes interne&(47) î regardant ensuite lam^m« 
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droite comme sécante des parallèles AC et BD , on 
reconnaîtra que les angles j4DB et DAC sont égaux 
par la même raison; déplus, le côté ^Z7 étant commun 
aux deux triangles ABD et ACD , ces triangles seiront 
égaux ( 1 8 ; : les côtés AC et BD , opposés à des angles 
égaux, BAD et ADC, seront donc égaux , ce qui fait 
le sujet de la proposition. Il en sera de même des côtés 
AB et CD. 

Réciproquement si les parties CD et AB sont égales , 
ainsi que les parties AC , BD, les triangles ACD et 
ABD auront leurs côtés égaux chacun à chacun , et 
seront par conséquent égaux. L'égalité des angles CAD, 
ADB , alternes internes , établira le parallélisme des 
droites AC et BD i47), et Tégalité des angles BAD 
et CD A, celui des droites ^5, CD. 

On prouverait sans plus de difficulté que les droites 
CD et AB sont égales et parallèles dès que tes droites ' 
AC et BD sont égales et parallèles entre elles. 

55. Corollaire, Laproposition précédente ne cesserait 
pas d*étre vraie, quand même les droites ACet BD se- 
raient perpendiculaires sur AB et CD , puisqu'elles 
seraient toujours parallèles entre elles ; mais alors les 
parties AjC et BD mesurant la distance des deux 
droites AB et CD , il s'ensuit que deux parallèles sont 
partout également éloignées l'une de l'autre. 

56. Théorème. Si deux droites quelconques AF et 
IG. 33. GMfJig. 33, sont coupées par un nombre quelconque 

de parallèles, AG, BH, CI, etc, menéespardes points 
pris à des distances égales si^r la première , les parties 
GH, Hf , IK, etc. de la seconde, seront ausssi égales 
entre elles. 

Démonstration, En menantparles pointsG^jET,/, etc. 

les 
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Ifcs droites GN^ HO.; IP , etc. parallèles à AP / on 
forme les triangles GNH , HOI , JPK , etc. dans le^ 
quels les côtés NG , OH, IP y etc. étant respectivement 
égaux à AB ^ BCj CD ,etc. comme parallèles comprises 
entre parallèles (54) sont égaux entre eux. Les angles 
NGH, OHI, PIK-, etc. sont égaux comme corres- 
pondans, par rapport à la sécante GM\ et enfin les an- 
gles GNH y HOI, IPK y etc. sont égaux , parce qu'ils 
ont les côtés parallèles et l'ouverture placée dans le 
même sens (5o). Ces triangles ajant donc y. chacun à 
chacun y un côté égal y adjacent à deux angles égaux y 
âont égaux {18) ; d'où il suit que les côtés GH , HI , 
IK y etc. le sont aussi. 

57. Corollaire, Il suit de ce qui précède que AB est 
contenu dans AF y autant que GH Test dans GM ; en- 
sorte qu'on a cette proportion : 

AB:AF::GH:GM, 

que l'on peut changer en cette autre : 

AB:GH::AFrGM', 

et de cette dernière on tire 

QABiQGHiiAFi-GMy 
SAB:3GH::AF:GM, ' 

etc. 

c'est-^-dire, qu'un nombre quelconque de parties de AF 
est à un pareil nombre de parties de GM y comme la 
droite entière A F est à la droite entière GM. 

58. Théorème. Trois parallèles AG y DK y FM y 

fiS' 34 > coupent toujours deux droites queiccmques , ^^^' ^* 
AF et GM y en parties proportionnelles , ou de manière 

qu'on a * 

AD.DF'.iQK.KM. 

Démonstration, Il peut arriver deux cas : i*. que 
''AD soit comEmensufable avec AF y c'^-à-dire, que 
le rapport de AD avec AF puisse s'cifprimer exacte- 
Géométrie. 7* éditioiu Ç 
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ment par deux nombres. Je suppose , par exemple , 
qu'on ait 

jiF:AD::47:f^5i 

$i Von conçbft la droite j4F divisée ^n ^7 psties égales ^ 
AD en. tontieiidra â5 , et DF sa. Mesoast ensuite par 
toutes leffdrnsioDB des parallèles à ^G, ladtoke GM se 
trouvera di^ibée en 47 parties é^les y dont aS compo- 
seront GK^ et ast composeront i^Af; on axira 

AD'.DFr.aSiss, 

d'(y&Hïmt 

AD:DF::GK:KM. 

De plus , à cause des proportions 

AF:AD::4'j:a$, 
GM:GK::4j.qS, 

on obtiendra encore 

AF:AD::GM:GK, 

a,*. Si AF et -<^Z> sont incommensurables , on prou- 
vera , ainsi qu'il suit , que leur rapport ne peut être ni 
plus petit ni plus grand que celui de GK à G M, 

Soit d'abord -^ 

AF:AD::GM:GI, 

O/ttent ipl^B petit epseGK. On peut tonqoilfs diviser îe 
€Ô«itjrfF«n|Mirties ^sézj^etites pour qu'en menant par 
tous les points de divisioh deâ par^iëles à FM", il^n pas^e 
itifç~^ 4e ^ entre les points / et /C ; on aora ^ d*-après ce 
quipifécède > à cause de la conmleiisar^ilité ^ AF 

AF:Ad::GM:Ge, 

Les antécédens de cette propc/ttiôn étant les mêmes que 
ceux de la pr4k^édente ^ on- en côaclujrà cette noutelle 
{iroportioi:f eatr^ les.conséqueiiâde rwe ftde Fautif: 

. , A^iAdiiGliGe, 
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résultat absurde y puisque AD étant phid grand que Ad, 
Gl est plus petit que Ge» 

On ne peut pas avoir non plus* 

AF:AD::GM:Gr, 

GV étant plus grand que GK\ car ayant divisé AFde 
manière qu'une des parallèles d^e' tombe entre les points 
K «t I\ on aura 

AF'.Ad^iiGMiG/. 

Faisant une nouvelle proportion entre les conséquens de 
cette dernière et ceux de la précédente , 6n aura 

AD:Ad'::Gr:Ge\ 

résultat encore absurde , puisque AD étant plus petit 
que Ad^ , GV est plus grand que Ge' : il faut donc né- 
cessairement que le quatrième terme de la proportion 
formée des droites AF y AD 3 GM ^ soit GK, 

Oi tire de la proportion AF: AD :: GM\ GK, \ 
AF—AD: AD :: GM^ GKiGK, 
ou DF:AD::KM:GK, 

ou enfin AD : DF:: GK : KM, 

en renversant les deux jcapports (*). 



(*} Oa ëprouvera peut-écre qoçil^e clifficultë à transporter ani: 
parties de Pétenâne la notion jde rapport, telle qu^on la conçoit à 
regard des nombres , surtout lorsqu'il s^af^ra de Ugnes incommèn» 
siirables entre elles j mais l'obécorilë diapar^tra , ai l^on fait attemioii 
qu'on ne peut comparer deuK ligues qu^eu lesM^jpjpfMaut rap^ttfjp 
à une commune mesure , et cpi^^io» leur r9pj)ûrt çst vraiment qA 
nombre, ou une fraction dont les termes sont exprimes par les nom- 
bres de mesures communes comprises dans chaque droite. Quoique 
cf tte fraction cesse d'être rigoi^reusement as^gnable dans le cas oii 
le rapport est incommensurable , elle n'en existé pas moins , pui»- 

Ïu'oR peut en approcher d'aussi près qu'on voudra ^ et deux rapp- 
orts incommensurables devront être regarda comme égaux , dèi 
qu'on prouvera que, quelque loin que soit poussée l'approximation 
pour l'un et pour l'autre , leur dàSiànuiet drâeurcra toujoara nullo . 

C a 



\ 
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5j. 1*' Corollaire. Si , par le point G , on tire la 
droite GN parallèle à AF y on aura 

GO=AD, ON=DF(54)\ 

et par ce qui précède , 

GO:ON::GK:KMy 
GO:GN::GK:GM. 

Si donc on mène dans un triangle une droite OK , 
parallèle à l'un des côtés. A^M , les deux autres côtés 
GN et GM seront coupés en parties proportionnelle! 
par cette droite. • 

Go. a^ Corollaire, Réciproquement , lorsqu'une 
droite coupe deux côtés d'un triangle en parties propor- 
tionnelles^ elle est parallèle au troisième. 

FIG 35. Eu effet, si dans le triangle ABC,Jig. 35, on avait 

AB:Ae::AC:Af, 

et que la ligne e/* ne fut pas parallèle à BC, on pour- 
rait mener, par le point e> une droite ei/ parallèle à ^C, 
et qui donnerait 

AB :Ae::AC: AH (69) , 

proportion dont les trois premiers termes sont les mêmes 
que ceuxdela précédente ; il s'ensuit donc que AH:=:Af, 
que par conséquent les droites efpt eH se confondent , 
et que la première est nécessairfcnènt parallèle kBC. 

riG.36. 61.3^ Corollaire. La droite BD , fig, 3S , qui divise 
en deu;c parties égales l'un des angles B d'un triangle 
quelconque ABC, partage le côté opposé AC en deux 
segment proportionnels aux côtés adjacens, c'est-à-dire 
que l'oa a cette proportion : 

AD:DC::AB:BC. 

Cela se prouve , en menant CE parallèle à BD , et 
rencontrant en E , AB prolongée. H en résulte, pa 

4e n** 59 i 

AD:DC::AB:BE', 

de plus, le' triangle CBE est isocèle ; car l'angle BCl 
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est égal à CBD , comme alterne interne par rapport à 
la sécante BC, rangle^jECTestàrangle^^Z?, comme 
correspondant par rapport à la sécante AE , et les 
angles ABD et CBD sont égaux comme moitiés du 
même angle ABC : donc les angles BCE et BEC le 
«ont aussi; donc BE est égal à BC (37); donc enfin 
AD:DC\\AB:BC: 

6a. Problème, Trouver .une quatrième proportion- 
nelle à trois lignes données ^ M y N ^ P yfig, Zj , ou le FIG. 87. 
quatrième terme de cette proportion: 

M:N::P,:x. 

Solitûon. On tirera âeux»droite»indéfinie8 AB etAC, 
faisant entre elles un angle quelconque ; on prendra sut 
la première , de A bu S y une distance AB égale kM , 
et de ^ en Z> une distance égale à A^ ; puis on portera .sur 
la seconde , de -^ en C , la troisième droite P, On joindra 
par une droite , les points jff et C , et tirant par le point 
D y parallèlement k BC ^ la droite DE , on aura dans 
AE la quatrième proportionnelle demandée , puisque 

^ AB:AD::AC:AE(59), 

ce qm donne 

M:N::P:AE. 

Si les deux droites iV et P étaient égales entre elles , 
la ligne AEj donnée par la proportion 

M:N::N:AE, 
serait ce que les géomètres ont appelé troisième propoî'- 
tionnelle. La construction de ce cas ne diffère pas de 
celle du précédent ; le point C tombe alors en c ^ et la 
droite De , parallèle kBc^y coupe sur ACIsl partie Ae, 
égale à la troisième proportionnelle cherchée^ puisqu'on a 

ABiADiiAciAe^ 
.' ' . on M:N::N:Ae. 

63. Deux triangles sont semblables , lorsque les angles 
deFun sont respectivement égaux aux angles de l'autre," 
et que les côté» qui , dans l'un et danâ l'autre , sont op* 

C 3 
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posés à des .m y ies égaux , et qne y pour cette raison , em 
nomme côtes homologues , sont proportionnels. 

Ces denx conditions sont liées entre elles de ihataièro 
que Tune entraîne toujours Tautre. 

64- Théorème. Lorsque deux triangles ABC et 
FIG. 38. EDFyfig. 38 , ont leurs angles égaux chacun à chacun , 
leurs côtés homologues sont proportionnels , et ils sont 
par conséquent semblables. 

Démonstration. Si on prend sur AB et AC deux 
parties Ae et Afy respectivement égales à DE et à. DF, 
et qu'on tire ef^ les triangles eAf et EDF seront égaux , 
puisque , par rhjrpothèse , l'angle A de Tua est égal à 
l'angle D de Vautre , et que les côtés Ae et Af sont 
égaux â DEet^ DF, par coftstFiiotbn (i 6). L'angle Aèf 
étant égal k E , le sera par conséquent à ^, et efêetk 
parallèle iBC i on aura donc la proportidû 

Jie:AB::Af:AC(53)\ 

ou DE:AB::DF:AC. 

Tirant ensuite Gf, parallèlement à AB , on obtiendra 

Af:AC::BG:BC, 
ou DF:AC::EF:BC, 

puisque BG est égal à êf (54) ^ 4ui l'est à EF. Réonîs* 
sant cette dernière proportion avec la première par k 
moyen du rapport DF : AÇy qui est commun à Tune et 
à l'autre , on aura cette suite de rapporls égaux ; 

DE:AB::DF:ACi:EF:BC, 
de laquelle il résulte que les côtés homologues des trian-r 
gles ABC y DEF y sont proportionnels' entre eux. 
' 65. Corollaire, Il suit de la proposition précédente , 
que deux triangUs isont se^nfbîables , i®. lorsqu'ils ont 
seulement deux angles égaux chacun à chacun y puisque 
le troisième angle de l'un est nécesaairemeiit; égal au 
froisièn^e angle de l'autre (Sa) : 

a*. Lorsque leurs côtéssont respectivement pari^Uèles : 
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B*. Lorsque leurs côtés sont respectivemflnt'perpen- 
diculaîres. 

La seconde partie est éyidente pour les tiiangka iplaees 
comme ABCetDEF\ car les angles ^ teisup&e w^^ct D y 
qui ocX leur ouverture tbumée d^ns le même sens , sont 
égaux (5o). i. 

A l'égard des triantes placés ^ans une situation rea- 
yérsée ^ comme le montre la figure Sg ^ si- on prolonge le FIG. 3q. 
côt4 EF du triai^e DEFj de manière qu'il en covpe 
deux^ triangle ABC, en G et en H, les angles AGH 
et DEF seront égaux yco^uoe alternes externes, par 
rapport aux parallèles AB , DE , et à la^écagte FH\ les 
angles AHG, et DFE ^ le seront comme alterner internes, 
par jr^pppTt aux par^èJes AC, DF ; et le tri^ngljB EDF 
sera par conséquent semblable au triangle AGH ^ qui 
le sera lui-même au triangle ABC y puisque les angles 
AHG et; ,AGH sont égaux aux angles ACB , ABC , 
comme' côrrespondans , par rapport aux parallèles GJET, 
BC y et aux sécantes AÇ , AB, 

n est évident que les côtés homologues^ dans le cas 
iactuel , sont parallèles £ntre eux. 

Pour prouver la dernière partie , soient les 4eux 
triangles ABC et DEFifig- 4° > placés de manière que FIG. 40. 
le côté EF soit perpendiculaire sur BC prolongé , qtfe 
DF prolongé le soit sur AC^ et enfin que DE prolongé 
le soit sur AB ; par le point A , opposé au côté &C , per- 
pendiculaîre sur EF y on mkiera ies^oite^ AG^tAHy 
respectivement parallèles aux dettK autres côtés DF et 
DE y du trimgle DEF^ et par conséquent perpendicu- 
laires Tune sur ACy rentre sur AB, Les aAgl^^ CAG 
et BAH seront droits d'après l'hypothèse; si^on ajoute 
à chacun le même ai^gilfi CAM , les dei^ ^gles 
résultons BAC et G AH #proiUj égaux; çxtijs les ^- 
gles GAHetEDF^ ayant par construction leurs côtés 
parallèles et leur ouverture touméw dan^ie même sens, 
sont égaux : l'angle BAC ^era, donc .^a] à EDF. 
Menant ensuite , par le point B , les droites BJ et BK 
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pari^llèljeft aux côtés EFetDE, on former^ les'adgtes 
droits CBf et ABK , desquels relranchant une partie 
iïommune j4BI, il restera les angles égaux ABC y IBK; 
et la second «tant é§;al à DEF ^ à cause du parallélisme 
des droites BJ et EF^ BKetDE, on en concluraque 
JBC est aussi égal kDEF, Lestrian^hs JB Cet DEF 
ayant deux angles é^aut cbacon à chachn , soiit |)ar 
conséquent semblables. 

On voit de plus que les côtés homologues sont ceux 
qui sont, respectiviement perpendiculaires , 'ptiisqfie 
Tangle D étant égal à Tangle^^ , le côté EFest homologue 
a i9C^ et ainsi des autres. '•':;.• 

G6. JTiéorème. Deu< triangles sont semblables lors- 
qu'ils ont un angle égal chacun à chacun,' coûij^senttt 
des côtés proportionnels. r - 

Démonstration, Si l'angle A du triangle ABC^ 

FIG. 38 fie' ^^ > ^®* ^6^' ^ Tan^le D du triangle DiEF ^ et 
qu'on ait AB : DE :: ACiDF^ on prendra sur les 
côtés AB et AC du preimîer triangle , deux parties, Ae 
et Afy respectivement égales à DE, et à DF; tirant >f, 
on formera le triangle Aef égal au triangle D£JF(i G); 
et la droite ef" coupant les côtés du triangle BAC en 
parties proportionnelles , puisqu'on aura 

AB:DEo\xAe::AC:DFo\iAf, 

sera parallèle à BC (6o). Les angles e etfy respec- 
tivement égaux aux angles E ^t F y\e seront aussi aux 
angles i5 et C , et par conséquent les triangles ABC et 
DiB/*' ayant lemrs angles égaux ^ seront semblables. (64). 

Gy» Théorème, Deu^ triangles qui ont les côtés pro- 
portionnels , chacun à chacun , sont semblables» 

Démonstration, Soit dans les triangles ABC y DEF, 
' cette suite de rapports égaux : 

AB:DE::AC:DF::BC:EF. 

5i on prend sur AB une partie Ae égale à DE^ et^u'on 
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mène une droite e^paraflèle à i?C^ les triangles jfJ^C 
et ^6^*4. semblables entre eux (65), donneront 

JB:M::JC:Jf::BC:em 

maïs parce que j4e est égal à DE, tous les rapports de 
là seconde suite seront égaux à ceux de la première , et 
comme les antécédenssont les mêmes de part et d'autre^' 
les conséquens: seront: aussi les mêmes : on'kura donc 

Af=DF, ef=zEF: • 

Il suit de là que le triangle DEF est égal ^u triangle 
Aef\ et comme ce dernier est semblable au triangle 
^^C, il en sera de même- du premier; 

68. Problème. (jon6tniir& sur une ii^iïé donnée EF , 
un triangle semblable au triangle J^£. ■ - ' 

Solution. On peut construire un triangle semblable à 
ym autre y en partant des ^yers caractères par lesquels la 
similitude de ces figpres peut être constatée.. Si l'on veut 
donc former sur I4 droite donnée EFy un triangle qui 
soit semblable au triangle ABC , on peut y parvenir, 
1**. en menant par les points jEçtF, dçs drpités qui fassent 
a\èc' EF des angles i? et F, respectivement égaux aux 
angles B et C (65>t * r''" -' . ; 

a°. En faisant au point F, sur .EFjiiiiangîç légalàrangle 
B , et portant sur Te côté DE de cet aïngle une* distance 
DFquatrième propbrtioiMielle auxtroîsligiieV^C, EF, 
ABy.de cette manière , les deux triangléis seront encore 
sembl^les, con^iflô ajrant'^ chacun àjQhAcun> un angle 
^gal compris entre 4^^ côtés proportiosmelâ (66),: 

3°. Enfin ^ en cherchant une quatrième ^{)P6portion- 
nelle aux trois l^es J^Çy-E^Fy AB, une autre aux 
trois lignes BC, EFy et^C^etconstruisantsurlesdeux 
lignes trouvées et sur EFy un triande DEF-, les trian- 
gles DEF et ^^C seront seinblablês, comme ayant 
leurs côtés proportionnels (67). 

69. Théorème. Tant de ligne», AB, A C'y AD, AEy 
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FZG. 4i. ^F, qu'on yotidra^ Jig. 4^ > menées par un même 
point A, et rencontrées par deux parallèles GL et BF^ 
sont coupéef parces parallèles en parties proportion* 
nelles ^ et les coupent aussi en parties proportionnelles. 

Démonstration. Les triangles BAC > GAH , étani 
semblables , (SS), on a par ces triangles ^ 

AB : AG :: JC : AH :: BC : GH\ 

piur les triangles CAD et H AI y 

ÀC:4n::AD:AI.\CDiHI\ 

par les triangles DA^E et /^^, 

AD.M-.AE'.AK::DE.IK\ . 

par les triangles JS^jtfiT et KAL , ■■' 

AEiAK::AF\AL:'.EF:KL. 

Tous cçs rapports sont égaux^ puiscpie le second de 
(diaque smte est le premier de ceBe. qui vient après. 
Ne prenant d'abord que ceux qui renferment les lignes 
menées du poini A^ on aura 

AB :AG :: AC: AH:: AD: AT:: AE\ ^K : 4F: AL\ 
puis réunissant ceux qui contiennent les p^rtied d|^, por 
r^èles BF et GL \ il. viendra 

BC:GB.:CD\m:.DE\lKy.EF\KJU^ 

et qui i^ voir jqoa cei^ lign^ «5>P^ C9upées en parties 
priPportjonnelloA. 

En censidériuit les triangles BA€ , CAD y DAEy 
EAFy.isojam% ayant deox de leurs cdtfés coupés par 
iwe^^Nlt parattèle ^ troisièiM « oa a (Sa) > 

AG:BG::4H:H€, 

AP:HC::AÏ zli>; 
Jtr iID ::AK:KE, 

'AK:KE::AL:LF, 

d*où on tire- V «v 
AG:BG::AH:HC:.Ar'W'.\AK:KE::AL:LF, 
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•l â*où S rosulte t|se Is&droites AS y AC^ ÀIDy AE, 
•^^> 9mt coupées en parties propoitieiiiiftHeiB. 

70, Problème. Diviser une 4roite dow^ de 1$ même 
meoi^e qu'une antre èit ^ivièée. 

«So/ui^. Soient g /la ïçie a ditiser^ et#Ftâlîj^edé}4 
divi3é(9. Oa déorka smr cette demîère wi tiia^g^e H^AF^ 
dont te^ trqie eôitée soient égtux, ce qui %'efBe<ît<i^É 
suivant le procédé, du ii^ ai ^ en prenant k Kgné 
BF eUe-méme pour raj^n des de^x c«)refes à décrire 
des points^ tvF, comme centres; pc^Ulnlt cnsuHtI 
gl de A m G y suie ^. ifùté Aff, et de ^ en £> sur 
le côté AF y om tirera G£ ; les di^Htes fui foinâroBit 
les points C, Z)^ S, ayfp le poi»t A, çoupewmt la Hgne 
GL en parties proportionnelles à celles de BF , cçttma 
le demande Fénomeé^e U (pieatioR. : -^ 

En effet, puiscjue ^B^^AF» AGc^ALj W » k 
proportion évidente : 

AB:AG::AF:ALy 

de laquelle il résulte (60) que GL esJL parallèle 4 
BF. Le triangle GAL éfânt donc setnblable à BAF^ 
dbnnera cette gropprtiQ© : 

* ÀB : AG:: BF: GL; 

et «mime , par eonrtractioto , BF=AB , cfh iaura n^-' 
cessaireinetot GLisiiAGisigL Cela posé; "d'après le 
théorème ^rée^édent, les droites parallèle^ GLe^BF 



e^BF 
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sont dftifiées eii parti^&^#d^6rtionnelles V burdnéc 
Tautre. ..... i: ij. 

Si la ligne à*cfewer ftaît ^P , phis gi^dë \jùe'BF, 
il faudrait prolonger iÀdéfitaiment fes oôtîH^Sfif'ct A F; 
au-dessous de BF-, poutarit ensuite ^]î^iifitî.rfJÎ, de 
^ en G', et sur AF, de A en L', on tirerait (y L'y et les 
prolongemens de^ diroi^s^C, AD y JfMi.^W^^^^^ 
G-Pp]^^ P0JP16^^«' -^'^ #^^ ^ parg#i^pfçBMlipn««BUe« 
à eeÛes de iSLPr, ..'..,... 

74^ Remarquée I.»a question précédente peiitt eaisora 
lir i^f diidrê C0i|Èimte il kniii .' 
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4^' ^ Soît AB^ Jig» 43> la droite à diviser. On tirera pai* le 
point A uue droite indéfinie ^P, faisant ^ avec Atiy un 
angle quelconque P^^T, sur. laquelle on portera^ à la 
suite les unes des autres^ lès parties dans lesquelles est 
partagée la ligne dont les divisions sont connues; on 
joindra Textrémité P de la dernière avec Textréimté H 
de la ligne à diviser ; puis , par les points /, A", Jt, * My 
iVel; Q, on mènera, parallèlement à PHy les droites 
IB, KC, LDyME, NF^ OG, qui couperont ^H 
en partie^ proportionnelles à celles, de** AP. 

• Ce dernier, procédé se démontre en observant que , 
dans le triangle ACK, dont les côtés AC et AK sont 
coupés par BJ parallèle au troisième côté CK y on 

AB :AI:: AC : Ak : : BC : IK\ 

le triangle ADLy considéré par rapport à la droite CK^ 
donne 

AC\ÀK\\AD\AL\\CD\KL\ 

le triangle^JS^M , considéré par rapport à la droite LJ? , 
donne ^ 

AD:AL\'.AE'.4M:\DE:LMy » 

etainéi des autres. Toutes ces suites de rapports égaux 
8*enchain(Evnt par le moyen du second rapport de cha- 
cune^ qui se trouve le pren^er dans celle qui vient 
apr^ ne prenant donc que les rapports qui contiennent 
les divisions de la droite APy 6n aura 
AB :,M :i>i^jÇ : JK : : CD i IÇL :: DE : LMy etc. 
ce qui mqntrea queles parties 'A'? i ^^> ^^ > ®*^* ^® 
-/^^,spntiirop9rtionnelles aux parties AI> t^> ^^t ®tc. 
deAP. . » 

' On siin^lifié- un peu- ce dernier pijobédé , en menant 
par le poÈÔt. JT une ligne QB paraflèle à APy et sur 
laquelle on prend, en commençant au point H y des 
parties HX, XFy VU y VTy etc. respectivement égales à 
PO y ON, NM^ ML, etc. ; lesdïoites PH, OX, NV^^te. 
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qui Joindront les points de division correspondans , étant 
par^èles (64), couperont la droite AH en parties 
proportionnelles à celles de AP ou de HQ. 

7a. x^^ Corollaire, Si, dans la figure 4i , les parties 
de la droite BF^ et dans la figure 42 , celles de AP, 
étaient égales entre elles , celles de la droite GL dans 
la première ^ et de la droite AH dans la Seconde , 
seraient aussi égales entre elles. 

Il suit de là que le procédé du n^ 70 et celui du n''7i ; 
peuvent servir à diviser une ligne droite dans un nombre 
quelcpnque de parties égales. Il Faut pour cela re- 
garder d'abord la droite BF^ig, ^\ , comme indéfinie; FIG. 4»^ 
puis prenant sur cette droite une partie BC d'une gran- 
deur arbitraire , la porter à la suite d'elle-même un 
nombre de fois égal à celui des parties dans lesquelles 
la droite donnée GL doit être divisée : le point F, où 
se termineront ces parties, sera Textrémité de la ligne 
BFy et on achèvera la construction comme dans le n® 70. 

Par le procédé du n° 71 , c'est sur la droite-^P, fig, 4» > FIG. 4> 
considérée comme indéfinie , qu'il faut porter succes- 
sivement les parties égales et arbitraires, puisque ^fT 
représente la ligne donnée. 

73. fl® Corollaire. La division -des droites en parties 
égales , est le fondement de la construction des échelles, 
c'est-à-dire , des droites qui • servent à mesuret les 
autres. £n effet , si Ton avait divisé d'abord en parties 
égales la droite CDyJig, 3 , il n'y aurait eu qu'à cher- FIG. 3^ 
cher combien A B contenait de ces parties, pour avoir 
le rapport de AB à CD , au moins d'une manière 
d'autant plus approchée, que les parties de CD auraient 
été plus petites. L'imperfection des instrumens et les 
bomes; de nos sens , nous forcent bientôt de nous arrêter 
dans la division des lignes dontles parties nous échappent 
par l^urpetite^sse; pour étendre nosmoyens à cet égard, 
pn a imaiginé la division par les transversales, repré- 
sentée dsuis la figure 43 j dont voici la construction. 1^^^* 4 
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Ayant premièrement divisé la ligne ACentm nômbri 
quelconque de parties égalée, telles que BCy et yov^ 
lant ensuite diviser i?C en un nombre de partiee trc^ 
Çraod pour que chacune de cet dernières puisAe être 
bien distincte , on mèaera |ur Â€^ pxu: les pôiât» A ^ 
JB, C^ les peirpendicttlakeç AA'"'^ BK, CL\ on 
prendra sur BK i^ne partie arbitraire BD , qu*oô poi^ 
tera à la suite d'elle-même autant de fois que l'ôfif voi3h 
dra £vre de* parties dans BC (la figure en représente 
quatre); par les pcHuts de division D ^ F y H, K , (m 
tirera parallèlement à AC , les droites DE , FGy HI, 
KL y que Ton prolongera^ )Usqii'ai}X perpendiculaires 
AA"" et ÇL\ enfin on )oiniâi;a tes points B ttL par la 
ligne transversale BL. 

Les triangles BDE , BFO, BBI, BKL, éi^m- 
ment sexnbl^les lentre eux (65) , donneront ce« pro-* 
portions : 

BD \BKr.DE\ KL, 

BF:BK:\FQ .KL, 

BH:BK::B/ iKL, 

desquelles il résulte, i"". que BD étant le \ de BK, DE 
Test aussi de KL ou de BC, qui est égal à KL (54)^ 
a*, que BF étairt les J ou lu { de BK, FG Test aussi de, 
KL ou de BC; 3^ qu« BH étant les \ de BK, HI 
t*ast aussi de KL ou ^ B€, 

Ou voit parla quen prenant sur la première, la 
seconde et la troisième de^ «cfroited parallèles à AB , le* 
distança A' E, A"G ^ A^i% respectiremeAt égales à 
A'D-^DE, A'F+FG, A'!'S+HI y<ya3m2L 

AB^.BC, AÊ^BC, AB^\^€. 

Oocî «xffît pour montrer comment on peut coûstruir^ 
toie échelle de laransver^es pdUt' obtenir d^s divisionâ 
quelconques, et l'usage qtl^oii peut en faire. 

Use semblable échelle pihend le nom d'échelle de 
^Uxmes, quand elle contient dix parallèles kAB, patC4 
qu'eUi 4aùm 4ot» lê§ diitièmes de BC. 
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"74* Théorème. Si de Fatigle droit. 4*^»^ triangle rec- 
tangle , on abaissé une p^endiculahre sur le côté oJh 
-posé , qn'on nomme J^poténase, i^. cette perpendi- 
culaire partagera le triangle en deux autres qui lui 
aiNTont semblables , et qui le seront par conséquent 
entre eux : • 

â^. Elle divisera rhjrpoténnse en deux partiee ou seg- 
mensy tels que ckaque côté de Taâgle droit sera moyen 
proportionnel entre le segment qui Hû est adjacent^ et 
l'hypoténuse entière : 

3°. La perpendiculaire sera moyenne proportionnelle 
entre les deux segméns de l'hypoténuse. 

Démonstration, Le triante ABCJig. 44 > étant sup- FIG. 4 
posé rectangle en ^ , et BD étant perpendiculaire sur 
ACy les triangles ABC etABD serc^nt semblables (65); 
car ils auront^ chacun à chacun, AevûL angles égaux, 
«avoir : l'angle Aytpà leur est oooinmn à tous deux , et 
l'angle droit ABC y dans le premier, égal à l'angte 
droit ADB, dans le second. Le triangle jSDC est, pnr 
les mêmes raisons, semblable au triangle ABC, puis- 
que l'angle C leur est coinmun, et que l'angle BDCdè 
l'un est droit, ain» que Tangle ABCée l'autre. 

Si on compare successivement chacun des deux triaii- 
gles ABD et BDC, avec le triangle ABC, en ob- 
servant que les angles ABD et CBlt%out respective- 
ment égaux aux angles C et -^ , on trouvera , entre leurs 
côtés homologues , ces proportions : 

UD lABiiÂB: AC^ 

CD :BC ;: BC : AC, 

■••♦'.'•' 
gpà constituent la seconde partie dp la proposition. 

Comparant ensuite les triangles AB£f ^t BCD ïusa 

i l'autre , on aura 

AD: BD'.zBO: W, 

... ■ • 

<e qui forme la troisième partie de l'énoncé ci-dessu». 
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^5. Corollaire, Il suit du théorème précédent y qve 
les trois* côtés d'un triangle rectangle étant rapportée a 
une mesure commune, la seconde puissance du nombre 
qui exprime la longueur de Thypoténuse , est égale à hi 
somme des secondes puissances* de^ nombres qui ei^ 
priment les longueurs des deux autres côtés. 

£n effet les proportioi^ 

AÛ'.ABAABiAC, 
CD : BC \: BC : AC, 

donnent 

^= ÂC* ^^=ÂC' 
et en ajoutant AD avec CD, oa a 

.^^ AB+BC _^ _^ 

AC ou ACznAB + Bcl 

n suit de là que Ton peut trouver l'hypoténuse d'i» 
triangle rectangle dont on a les deux autres côtés. Si, 
par exemple, AB=.Zy BC=:^, on aura 

AC = 9 + iG = 25, d'où AC=V^q5=5. 

On peut aussi trquver un des côtés de l'angle droit, 
quand on connaît l'autre et l'hypoténuse , parce que de 

AC=Ab''+ BC\ on tire AB = AC^— EE Si, 
par exemple, AC-^r. i3, ^C = i2, on aura 

JZff = 1 Gg — i44= 25 , d'où ^J? =5 

En général AC=\^ AB-^BC, AB— \/ AC^BC, 

yS. Théorème. Les trois côtés d'un triangle quel- 
conque étant rapportés à une mesure commune, et 
exprimés par conséquent en nombres, si de rextrémité 
de l'un quelconque de ces côtés , on abaisse une per- 
pendiculaire sur l'un des deux autres, la seconde puis- 
sance du premier sera égale à la somme des secondes 

puissances 
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J)tiis9ânce8 dut derniers , moins deiix fois le produit 
du côté sur lequel tombe la perpendiculaire y par la 
distance de dette perpendiculaire à l'angle opposé au 
premier çÔté, si cet. angle est aigu ^ et pluâ deiix fois le 
même produit si cet angle est obtus : c'est -^à- dire qu'on 
aura , dans le premier cas ,^g* 4^ ^t 4^$ , 

dansle deuxiènle^^g. 4ff 

i>^md7M^m^fo7».QttàndIaperpendictdàirôi[>C,^^.4S^ FIG^ 4$< 
partagé ABC en deux triangle! , j4CD et BCD , 
rectangles en D, lé pifeihier donné d*abord> en vertu dtt 
n^ précédent ^ 

•t Ton tire âa second 

t}^ après cette valeur de CD, celle de jiC devient 

'2c'=±a3*+bc''^bd\ 

m 

mais il est visible que AD = AB <^— BD > nombre 

dont lequarréest^^' — aT5iôxÎ5^ + ^5'(*)'* 
mettant cette valeur dans Texpressionde AC , on. aura 
enfin 

AC^rTAÈ^-^ ixAB ^BD-i- Bd\ 'bC'^ BD 



■Ibmi 



(*) bans cette proposition » où je regarde les lignes Comme e'va* 
laées en nombres, j'ai dà supposer connue la composition de la 
feeconde puissance d'un îidmbre égal k la aonime on à la différence dé 
deux autres; composition à laquelle on peut d'ailleurs paryènir pat 
le raiionnement seul , sans le secoues des cwaicicres alge'briqnes. 

Géométrie. 7* édition. D 
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DO 

ce qui se réduit à 



FIG. 46. Dans la figure 4^> où la perpendiculaire tombe 
hors du triangle > 1à différence consiste en ce que 

m JD^BD-^JB; 

mais on a toujours pour le quarré 



JB —qAB XBD +BD, 

ainsi ^C a la même valeur que ci-dessus : voilà le pre- 
mier cas du théorème. • 

IG. 47. Lorsque le côté ACyfig. 47 > «fit opposé à un angle 
obtus ^ la perpendiculaire tombant nécessairement hors 
du triangle ABC y on trouve encore par les triangles 
ACD et BCD , rectangles en Z>, 



AC—AD+CDy CD^BC—BD; 

on en conclut 

Ac~ 15^^ Tc^ bd\ 

mais on a AD-=: AB -f- BD^ valeur dont le quarré est 
AB^+ qÂB X BD+1bd\ et de laquelle il résulte 

Âcl=i lÎR + ^AB X 5^4-^" + "^*— Bd\ 
ee qui se réduit à 

ÂC=liB*+Wc + àjÎB><,BDi 

tel est le second cas de l'énoncé. 

N. B, Les parties AD et BD déterminées sur le côte 
AB^ par la perpendiculaire CDj, se nomment segmens. 

77. Corollaire. En rapprochant ce théorème du pré^ 
cèdent , on en conclura que Ton peut , lorsqu'or 
connaît les trois côtés d un triangle , déterminei 
si l'angle opposé à Tun quelconque de ces côtés ^ esl 
aigu, droit ou obtus. En effet, dians le premier cas , où 

ZîC-sz Ab''+ SC'-^ 2ABX ^ > îï ««t évide^ 



que la seconde puissance de AC est moindre', qne la 
somme de celles des deux autres côtés AB et BC. Dana 
le second cas, l'angle B étant droit, on a seulement 



AC^AB-YBC^ 



ainsi la deuxième puissance de AC est égale à la somme 
de celles des deux autres côtés.. Dans le troisième cas 



enfin, où Ton a ^C = ^^ + J5 C + nAB X BD , la 

seconde puissance de ^C surpasse la somme de celles* 
des deux autres côtés. 

Ces remarques étant appliquées au triangle dont le» 
côtés sont exprimés par 5 ^ 7 ^ 8 , et leurs secondes puis-* 
sances par sS, 49> ^4« ^ ^^ résulte que Fangle opposé 
au côté 8 est aigu, puisque la seconde puissance de ce 
côté, étant 64 > ^® trouve moindre que la somme j^ des 
secondes puissances des deux autres côtés. 

Il est bon d'observer que l'espèce de Tangle opposé an 
plus grand côté ^ra connaître celle du triangle (53). 

Des Polygones, 

78. Lies surfaces planes textninées par mi assemblage 
quelconque de lignes droites , se nomment polygones,^ 
Le plua simple de tous est le triangle. Les polygones de 
quatre côtés se nomment en général quadrilatères} ;> 

de cinq y pentagones f 
dé six, hegcagones; 
de sept, heptagones} 
^éàlûLviXf octogones ; 
de neuf, ennédgones ; 
' . de dix, décagones} 

etc. 

Q^ ne pousse guère cette nomenclature au-delà du 
|>otygpne de,di;c côtés, que pour le dodécagone , poly- 
gone de douze côtés ^^ et le [iëniéMBagone ^ qui en a 

quinze. 

D a 
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[G. 48 Dans les Egares 48 et 49 , ABCDEF représente im 
^^' polygone de six côtés, ou un hexagone. Tous les an- 
gles de la première figure ayant leur ouverture en 
dedans du polygone , sont des angles sailians; Tangle 
DEFde la figure 4.9 est un angle rentrant, parce qu'il 
a son ouverture en dehors du polygone. 

Les lignes telles que Cj4, CF, etc., tirées entre des 
angles du polygone, qui ne sont pas adjacens au même 
côté, se nomment diagonales, 

79. Parmi les quadrilatères ou polygones de quatre 
o5t4s , on désigne particulièrement sous le nom de pa- 
raUélogramme , celui dont les côtés opposés sont paral- 
U 5o. lèles. ABCD , Jig, 5o , est un parallélogramme. 

n suit du n^ 54 > i"*- que chaque diagonale , AC et 
BD\ partage le parallélogramme en deux triangle» 
égaux ; 

fl«. Que les côtés opposés, AB «t jDC, AD et BC , 
d'un parallélogramme, sont respectivement égaux.; 

S*'. Que, réciproquement*, si les côtés opposés d'une 
figure de qnatre côtés sont égaux, ou bien si deux côtés 
opposés sont égaux et parallèles , cette figure est un pa- 
zaUélogramme. 

■ ^. Théorème. Les deux diagonales , AC et BLT^ 
d*un parallélogranune, se coupent mutuellement en deux 
parties égales. 

Démonstration. Les triangles AOD et BOC sont 
égaux (18); car les côtés AD et BCsont égaux par 
l'hypothèse, les angles DAO^ OCB^ sont égaux comme 
alternes internes , par rapport à la sécan;te AC et aux 
parallèles >^I> , BC , et les angles ADQ et OBC y le 
sont aussi comme alternes internes , par rapport à la 
sécante BD : donc AO = OC, D0= OB. 

81 . Théorème. En joignant l'un des angles d*un po« 
lygone à tous les autres , on partage ce polygone^ en un 
nombte de trian^e)3 égal à celai de ses côtés , diminua 
de deux unités. 
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Démonstradaa. Cette proposition est presque bAr 
dente par l'inspection de la figure 4^ y où Ton voit que FIG 48. 
les diagonales C/Jf 3 CF^ CE y menées de l'angle C aux 
angles A,F etE, partagent le polygone ABCDEF, de 
aix côtés, en quatre triangles, ACB ^ ACF y FCE , 
ECD. On se convaincra qu'elle convient à un polygone 
d'un nombre quelconque de côtés , en observant que les 
deux triangles extrêmes, tels que A CB , ECD y entre 
lesquels seront compris tous ceux que peut renfermer 
le polygone proposé , contiendront cbacun deux de ses 
côtés, tandis que tous les autres n'en contiendront 
qu'un seul : il y aura donc dans ces àevilt triangles quatre 
côtés du polygone ; le nombre des triangles in1;er- 
médiaires sera par conséquent égaj à celui des côté^ 
du polygone , diminué de quatre ; et le nombre total 
des triangles sera, comme le porte l'énoncé, égal à 
celui des côtés du polygone , diminué de deux unités. 

%%, Corollaire, Il suit de là que la somme de tous les 
angles intérieurs, ABC, BCDy CDEy DEFy EFA , 
FAB y d'un polygone , vaut autant de fois deux droits 
qu'il a de côtés , moins deux y puisque cette somme se 
compose de celles des angles de tous les triangles 
ACB y ACFy FCE , ECD y qui valent chacune deux 
droits , et que le polygone contient un nombre de ces 
triangles égal à celui de ses côtés ^ diminué de deux 
imités, 

• Dans la figure 49 , l'angle rentrant DEF est exté-^ FIG. 49. 
neur , et non pas intérieur. En faisant partir les diago- 
nales du sommet E de cet angle, on voit évidemment 
qu'il est remplacé dans la somme des angles intérieurs 
par celle des angles DEC, CEB, BEA, AEF, et que, 
réuni à cette dernière^ il forme quatre droits (i3). 

83. Théorème. Si l'on prolonge dans le même sens 
tous les côtés >^i?, BCy CD, etc. d'un polygone qui n'a 
point; d'angles rentraas,^. 48 > la somme des angles fiG. 43 

D 5 
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^xtérieùi^ a AB^ h BCy c CD , etc. formés par chaque 
côté et par le prolongement de celui qui lui estcontigu^ 
icst égale à quatre droits^ quel que soit d'ailleurs le 
pombre des c<>té8 du polygone. 

Démonstration. Chaque angle extérieur^ comme aAB, 
féuni ayec Tintérieur BAP*^ auquel H est adjacent^ forme 
une somiQe égale i deux droits ^ et qui se trouve répé- 
tée ^ pour tout le polygone , autant de fois qu il a de 
côtés ou d'angles; la somme des angles y tant extérieurs 
^'intérieurs ^ vaudra doue autant de fois deux droits 
que )é polygone a de côtés. Retranchant de cette 
somme celle des angles intérieurs , égale à autant de 
fois deux droits que le même polygone a de côtés, moins 
deux ^ il restera deux fois deux droits , ou quatre droit»» 
pouf la somme des angles extérieurs^ 

84v^''^r9i^.- Deux polygones sont égaux lorsqu'ils 
;Bont composés d'un même nombre de triangles égaux 
et semblablement disposés , ôû assemblés de la même 
manière ; car il est évident que , placés l'un sur l'autre-^ 
.ces poljrgones se couvriront parfaitement. 

85. TJiéorèTne. Lorsqu'on connaît tous les, côtés d*un 
polygone , à l'exception d'un seul , et qu'on connaît . 
^ussi les angles compris entre les côtés donnés ^ le poly- 
gone tff% déterminé ^ et peut être construit. 

Démonstration, En effet, si , dans le polygone ABC 
DEF, on connaît les côtés AB ,BC, CD ,DJS , EF , 
et les angles qu'ils comprennent , on pourra sur A'B'. 
r=L AB ^ faire l'angle A'B'C :=zABC ^ puis prendre 
pC f=^C; faire au point C^ sur ff C , l'angle BfCDT 
= 5CI>^ puis prendre CD'=zCD}{sàre au point ZX, 
sur CD'^ l'angle CD'E" = CDE , puis prendre D'E' 
= DE ; faire au point E", Tangle D'E^F" = DEF, et 
prendre enfin EfF'zzzEF. Etant parvenu ainsi au point F^, 
il n'y aura qu'une seule manière de le joindre avec li 
PQÔftt A , et de fermer le .polygone AlffÇpSF', 
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n est visible que ce polygone sera égal dans . toutes 
ses parties au polygone ABCDEF\ car si on le porte 
sur ce dernier j en plaçant A'Bf sur AB ^ à cause de 
Tégalite des angles ABC et AlBfC, le côté B!C tom- 
bera sur son égal BC\ et continuant ainsi de proche 
en proche , on reconnaîtra que les points ^ , B! ^ C ^ 
jy , E ^ F , tomberont respectivement sur les points A , 
B ^ C, P fE,F: d'où il suit que les deux polygones s6 
couvriront parfaitement. 

86. Remarque. H y a plusieurs autres cas d'égalité 
9nire deux polygones ; je n'ai voulu donner daiu 
le précédent qu'un exemple de cette égalité, pour 
montrer qu'un polygone d'un nombre quelconque N 
de côtés, et renfermant par conséquent un nombre N 
d'angles , ce qui fait en tout aTV choses , est déter- 
miné par la connaissance de aiV-^'3de ces choses. On 
observera ici, comme on l'a dû remarquer dans les di£- 
férèns cas d'égalité des iriangles , que les A^ angles ne 
doivent compter que pour N — i données , puisque leur 
somme est toujours donnée (8â). 

87. On nomme polygones semblables ceux dont les 
angles sont égaux , et dont les côtés homologues sont 
proportionnels. ' 

88. Théorème. Deux polygones, ABCDE ^ abcde, 

Jig. 5i , composés d'un même nombre de triangles sem- Fij. Ct. 
blables chacun à chacun , et semblablement disposés , 
ont leurs angles égaux chacun à chacun , leurs côtés 
homologues proportionnels , eX sont par conséquent 
semblables. 

Démonstrqtion. Les triangles ^^C, abc y étant sem- 
blables , ont leurs angles homologues égaux : ainsi l'ona 

B=b, BÀc=hac. 

Par la même raison,. les triangles ^CjE^ et ace donnent 
CAE^cae, CEA=:cea\ 

d'où il suit que l'angle BAE , formé des angles BAC 

D 4 
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et CAE i dans le premier polygone ^ est égal à TangU 
ï>€ie ^ formé des angles baç et coe, dans le second* On 
prouvera de même l'égalité des angles AED et aed , 
JE D Cet edc \ qu^nt aux derniers angles BCD etbcd^ 
il est visible qu'ils sont égaux , puisqu'ils sont formés , 
l'un des angleg BCA ^ ACE , ECD \ l'autre des angles 
1>ca^ ace f ecd , qui sont re3pectivepient égaux aux 
premiers ^ comme angles homologues dç triangles sem^ 
I>1able3, 

En formant les proportions qui résultent de la simili- 
tude des triangles ABC et abc ^ ACE et ace , ECD 
p% esd, on aura 

fiÇ ; bç ; : AB : ah:: AC : ap, 
AC :ac : : AÈ : ae ; : CE : cp^ 
CE!; ce ::ED:ed:: CD: cd 

t«e premier rapport de chaque suite ^ formé par le» 
côtés qui sont communs aux tçi^ngles adjaçens^ étant le 
même que 1q dernier de la précédente y ces rapports sont 
tous égaux entre eux : en ne prenant donc qu^ cepx (jui 
contiennent les oôtés des pplyjgones j il viendra 
£Ç \ f)c : : AB : ab : : AE :ae::ED : ed :: CD : çd, 
ce qui prouve que les côtés homologues sont propor* 
fionnels,. 

89, Théorème. Lorsque deux polygones sont sem- 
blables f ils sont composés d'un même nombre de triaqr 
gled semblables chacun a chacun , et semblablement 
disposé^. 

Démonstration. Puisque , par l'hypothèse , les angles 
del'pn des poljrgpne? sont respectivement égaux à ceu3C 
de Tâutre , et les côtés homologues du prexnier sontpro^ 
poftionnels à ceux du second^ on aura d'abord l'angle li 
égala l'angle b^ et 

BC:bç: : AB : ab; 

^'pji il 3uit que les triangles ABC et abc sont sembla^ 
hhs (66) ; les angles BAÇ et bàç seront done égaux. 9\ 
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0a les. retranche des angles BAE. éth^e y"* égsmx 
romme appartenant aux polygones, les restes CAEei 
cae seront égaux : de plus , les triangles semblables, 
AÊC et abOy donnant AB :'ab : : AC : ac , et les 
polygonei AB : ab :: AE : ae, on aura 

AÇ : ac : : AE : ae\ 

d*où il suit q^e.les triangles CAE, cae^ sont encore 
semblables (66). Op. prouvera de même la similitude de 
tous les triangle9/^e chacun des polygones^ en quelque 
nombre que soient çes,piangles..^ 

go. ProÂ/^T'^*; Cojp^truire sur une Kgne donnée bc, 
^fm polygone seni^able au. polygone AfiCDE. 

Solution, On fera d*abord sur la droite bcj par Fun 
des ptXMsédéidii n^ £8-, im triangle a&c.aemblableau 
triangle ABC, ce- qui détenninera' le point a; pouir 
avoir le point e ,- on fera de même sur ac ^ un triangle 
cae , semblable autfiu^è C^£, et ainai desûite^iLa 
■polygone abcde sera semblable au '^6^f^mB^^ACD'E\ 
poisqu-ils seront bompesés Fun et Fautive d*iin niême 
nombre de triangles semblables chacun k cbàcun'.,; et 
•embkd}}emenfdisjpobés> :. • • 

- 'SiTon portait le côté' &c sur BC\ ûtt^Qyta V , il suf- 
firai^ de tirer par . le pointa la droite .bViçarallèle à 
BA, puis par ]e pôivt: «li la •droite rdJi parallèle à 
.itf£7;etc.pourformerks bîangles V Cii';"4i£Îif\%t!0ixes^ 
pecdvementsembk^les au»tiâan^es^C^, ACE, etc. 
Je .polygooayi/.é^rf^C«8jr«t cçnsmû ^wiiç^c.1^ côté 
donnée et seaiblable an poiygàUe'i9jtf£D.£7;f ^<> : 

. ci 1 . Remarque f \ ïJâns' çé^ mil précédé ,"1 aî nïené 
.Itoutes les.aiagon^es dun même .an§^e ; mais on 
peut partager despolygoneA to'.trida^SHdenplu^ieurf 
autres taiani'èreiS', et \€b propositions ci^eBsiis s'éten-- 
dent également à ces cas , parmi lesquérs ÏI en est un 
qu'il est bon de qpniiaître : c'est celui- ou .on lie tous les 
Hngles du polygone, aux: deux extrémitéa de Fun de ses 
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FIG. 53. côtés'. Ce cas est représenté dans^la figure 5^^ oùron» 
joint lés points C, D, E, aux points ji et ^>. pai^-de» 
diagoniales. ' -, "' • : 

1^ n est clair que la position des trois prettdé^ 
est fixée , à Tégaid de la dkx)ite jiB /. dès que les 
triangles j4BC, ABD , ABE ^ sont donnés; et l'on 
voit bien évidemment de cette manière.^ que ,.pour dé- 
terminer un polygone, il ne faudra qu'iili nombre dii 
triangles moindres de deux unités que celui des' angles 
ou'des côtés du polygone. On' voit aussi que si A^ dé- 
ûgne ce dernier nombre, là'détémiitiatioh de la figure 
dépendra dies'2(iV-— s) diagokialés menées -de chacun des 
angles de la base , et de cette baâe; èe qui fait en tout 
aA^— 3 données <i86-). . ; ^- . 

3^. Ondémootser&sansjdifficpll^^à peu prèscomni» 
dans les numéroë 8â et 89 ,;i^e.âi.l^:ti:iangles ABC H 
abc y ABD et abd^.ABE eto&e^iisoat respectivement 
aemblables'^ •le8»»polygones\.^iJ^Ci%£'4^ abccU le seront 
jaâssi y^t qUB , sdciproquemisiit , sî-.ces polygones sont 
•emblabler^'les'tfiangles'èovreapciBdaniBle «epont euxr 
liiêpies':(^)j f> '.ij"'-!!* - ■■.li^li''i.« ;- -•■'.. ; ■- ,■ .- 

93. Théorème, Si l'on tire 'da^rs^' d'eux polygones 
eeniblablesrvDdÀuafdroitks'V'FGrétj^ ^ qui soient sembla- 
blehient glacées dam chacun d'çux , c'est-à'-dine^, .qtS 
passent pop lsspadit&^ et ^^ sttida^ableBiefitpliicéè sUr 
les côtés Bdàiolp^ûfes AB etiai^^t qui &saent.avec;iBfts 
■ i . " . . ^'tV , \ ' ' i \\ h i ! . '- .i . i t i ii i i ' i i 1 I . ii>j ■■■ l u.iu 

i*) L*a>fc'Hel)èvier <AW 'phitftf n'iwli'i^oe '^kir^ «ofastruire dfir'k 

Eapicr des polj|d^^'4iemlAAbM<^icaff ^4<^('^^^^^''® '^^^^ 



nombre «^flkMcrta^esôa de e^tés , pMtr, pcAi»oir «n faite dèjem- 
•Llabtes.sur'lepa^pifir, suivahf jes procéda; dja.napiero; 68. Voilai tqyX 
ce qu'on pei^ dire, san? entrer dans le détail des instrumcns propres 
à mesurer .les angles, dc'tail déplace' dans les traites genc'raux, ^ 
pcD près inintelligible 'yowx les personnes qui n^ont pas ru ces vatf 
uumejns, et snpcititt/poiir celles qm'lts conoaifistat.- 
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côtés des angles FGB y fgb , ^gaux entre emr , on bien 
qui coupent dans chaque polygone deux côtés homo- 
logues en parties proportionnelles^ ces droites seront 
prqportionnelles aux côtés homologues des polygones. 

Démonstration. Lorsqu'on a BG : bg : : AB : ab , 
les'.'tnangles BGC A bgc sont semblables , puisqu'ils 
ont^ .chacun à chacim^ un angle égal compris entre des 
côtés proportionnels : on a donc ^ i^. 

BGlbgi: GClgc, 
d'où il résulte 

GClgcr.ABlabi 
a«. BCG = bcg et COB = cg* , 

d'où Ton conclut que GCF ou BCF— BCG , est égal à 
gcf ou bcf — bcg y et que si FGB-=fgby on èura CGF, 
ou FGB-^CGB, égal à cgf , ou kfgb^^cgbile» 
triangles FCG et yigj seront ^bc &ç«bliable9-i ét^doBr 
seront ' 

FG\fg : : FCifc} :GC igcoa: : JS i uk^ 

puiscpi-on a ci--ddssils GC : gr : : AB xtA. 

Si y au lieu de TégaKté des angles* FGB et fgb, on 
suppose cette proportion vBG : bg : *.FC '.fi, les trian- 
gles FCG etfcg seront doi% semblables, comme ayant 
un angle égal comprisentredes côtés proportionnels; oft 
aura les mêmes conclusions que ci-deisus , et on proft* 
vera> dans ce cas ^l'égalité des angles FGB et fgb. 

'■ 93. Théorème, Les contours de deujc p6lyg(»e8 sem- 
blables sont entre eux conmie les côtés homologue^^ de 
ces polygones- -, .,; ^i.: 

Z^^mon^otion. Lespolygones semblables ABCDB^ 
gAcdcy donnent cesjtta'Juifiei de rapports égaux: . 

AB : ab::BC:bc :: CDicd: : DEÎde-iAEiae, 

liil en conclura »..;.» 

jtB+BC^CD+DE+AE : ab+bc+cd-i-de+ae 

: : AB: ab , 
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c'est-à^Iire^ que 

le contour ABCDE : au contour abcde : : AB : ab 

De la ligne droite et du cercle. 

• 
94. On a vu dans le n° 28 , que l'on ne pouvait mener 

du même point aune ligne donnée trois droites égales; 

il résulte é\ademment de là qu'une droite et un cercle 

ne peuvent se couper en plus de deux points. 

Toute droite qui coupe la circonférence- du cercle , 
et qui est prolongée au dehors, se nomme sécante. 
WG. 53. EF yfig, 53, est une sécante. 

La partie CD de cette droite, comprise dans le 
cercle , se nomme corde, 

gS. On dit que la corde CD qui passe paf les e:xtré- 
mîtés d*un arc quelconque de cercle CGDy souteni 
' cet arc ; mais il faut observer que la même droite est en 

même temps la corde de Tare CHD qui, joiifti CGD, 
compose la circonférence entiàre.. Lors donc que lepie- 
mier arc sera moindre que. lademi^circonférence-, le 
fécond sera nécessairement plus grand. 

* 96. Lorsqu'une corde passe par le centre du cercle , 
WGL lui domle le nom de > diamètre. L9 droite AB , qui 
pas^e par le point O , est un diamètre. 

Tous les diaiiiétres du cercle sont égaui , puisquTli 
sont composés de deux rayons, et que tous ces rayom 
sont égaux; • ■ 

Il est visible que le diamètre est la plus grande deâ 
dràites que^on^peut tirer danSs la citconférence du cer- 
cle , puisque toute autre cordejCO^ eàt moindre qm 
la aomine des deux rayons menéspar ses extrémités ( 1 5) . 

97. Le diamètre AB , partage la circonférence 
•n^deux parties égales -, car ^ on plie la. figure le long 
de la droite JB , la parti© AGB de la circonfé- 
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vence doit se confondre avec la partie AHB ^ sans qncH 
tous les points de l'une ou de Tautre ne seraient pas 
également éloignés du centre O. 

Le même raiaonnenient prouve aussi que deux cercles ■ 
décrits du même rayon sont égaux ; car il en résulte 
que si on place le centre de l'un de ces cercles sur- 
oelni de l'autre^ leurs circonférences doivent se con-v 
fondre. 

. 98. Théorème. Si l'on porte tm arc quelconque de 
cercle sur un autre arc du même cercle, ou d'un cercle 
décrit du même rayon que le premier, de manière que 
deux points quelconques de l'un des arcs tombent sur 
l'autre , et que les convexités soient tournées du même , 
côté ^ le plus petit de ces arcs se confondra dans toute 
son étendue avec le plus grand. 

Démonstration. En effet, si l'on porte l'arc AC^^ 
fig, 54. sur AE , en mettant le point jf sur le point A , J^IG. 54* 
et que le point C tombe en C, la corde jfC cou- 
vrira exactement AC', et comme les rayons C/A^ et 
O'C sont égaux aux rayons OA et OC , le point O' sq 
trouvera sur le point O (ao) ; dès-lors tous les points de 
l'arc A' C doivent tomber sur ceux de l'arc AC^ puisque 
les uns sont autant éloignés du centre O' que les autres ^ 

lé sont du centre O : donc l'arc AC se confondra avec 
l>c^C(*). 

99. Corollaire. Il suit de là que , dans le même cercle 
ou dans deux cercles décrits du même rayon ^ les arcs 
dont les cordes sont égales ^ sont égaux, pourvu toute-» 
fois qu'ils soient de même espèce , c'est--à-dire qu*il$ 

(^La proprictéde la circonférence da cercle démontrée ci-dessas est 
ëTantantplnsremar^pable, qu'elle n'appartient qu'à cette courbe et à . 
k lignt droite, et qu'elle rend évidente la similitude de tontes les parties 
delaci^confiôrencedacercley ou l'uniformité de sa courbure. Telle 
«st la raison qui m'a engagé à donner à cette proposition un énoncé 
diffisrent de celai qu'on trouve dans la plupart d«8 livras élémeor 
UnflBf , jécqaifftît Fol^ «kl coffoUaire suivioii.^ 
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soient tous moindres que la demi-circonférence , on 
tous plus grands. En effet, lorsque les cordes sont 
placées Tune 6ur l'autre , comme dans le cas précédent^ 
les arcs se couvrent exactement. • 

La proposition réciproque est également yraie ; c'est- 
irdire que quand les arcs «ont égaux ( dans un même 
cercle ou dans des cerclée décrits du même rayon ) , les 
cordes sont égales; car les arcs étant posés l'un sur 
l'autre , et se couvrant exactement , les extrénûtée da 
premier se confondent avec celles du second. Ainsi , 
jfC^ étant placé sur u^C, de manière que le point jf 
•oit sqr ji, le point C soit sur C, les droites AC et AC 
•e couvrent exactement^ et sont égales. 

loo. Théorème. Dans un même cercle ou dans des 
cercles égaux y le plus grand arc a la plus grande corde » 
et réciproquement (pourvu toutefois queles arcs que l'os 
compare soient moindres que la demi-circonférence ). 

Démonstration, \^. L'arc AE étant plus grand que 
l'arc AC , l'angle AOE sera' visiblement plus grand qne 
i'angle AOC, et par le n<* 19 » le côté AE du triangle 
AOE sera plus grand que le côté AC du triangle AOC, 
puisque ces triangles ont chacun à chacun^ deux côtés 
égaux. 

a*. La corde AE étant plus grande que la corde AC , 
l'angle AOE sera plus grand que l'angle AOC; l'arc 
AE surpassera donc l'arc AC. ' 

ICI . Problème. Deux arcs du même cercle ou de cer- 
cles égaux étant donnés , trouver le rapport de leurs 
longueurs. 

Solution, n est évident que la question proposée se 
résoudrait comme celle du.n® 5 , $i Ton pouvait 
porter les arcs de cercle l'un sur l'autre , comme on 
le fait à l'égard des droites ; mais une pareille super- 
position ne pouvant avoir lieu dans la pratique, on y 
suppléepar celle des cordes qui , lorsqu'elles sont égales^ 
correspondent à des arcs é^gaux. La fiosde de l'arc CD , 
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fig 55, pourra être portée deux fois sur Tare jiBy de F1G55. 
iieJxEf et l'arc ji£ déterminé ainsi ; sera composé de 
deux parties^cl et dE , égales chacuneà CD ; on aura 
donc 

On prendra la- corde du reste EB^ pour la porter sur 
l'aro CI>'^âe^enF, ce qui s'effectuera une fois, et 
laissera pour reste l'arc jFZ> ; d'où il suit 

a} = EB + FD: 

•nEn la corde du second reste FD pouyant se porter 
quatre fois sur le premier EB , on aura 

EB = 4FÙ. 

En remontant de cette dernière valeur à celle des arcs 
précédens , on obtiendra 

EB=z4FD, CD^BFD, AB=i4FD; 

l'arc FD y commune mesure des arcs AB et CD , étant 
dontenui4 fois dans l'un et 5 fois dans l'autre , on en 
conclura que les arcs' proposés sont entre eux comme 
les nombres i4 et 5. 

L'opération se termine ici , comme pour le cas des 
lignes droites, lorsqu'on trouve un reste qui contient 
exactement le précédent , ou qui est tel , que le reste 
suivant échappe aux sens par sa petitesse (^. 

103. Remarque. Si l'on conçoit qu'une droite AB^ 
JifT, 56, qui coupe le cercle en deux points -^ et ^, FIG. 56^ 
tourne autour d'un de ces points , de ^ , par e^emple^ 
et qu'en tendant à sortir du cercle , elle prenne des po^ 
sitiôns telles^que AB^ , on voit que les points d'intersec- 
tion de la droite et du cercle se rapprochent sans cesse ^ 
et qu'enfin il y a une dernière position AC dans laquelle 






, (^) Cette mamère de 4<^termifier le rapport de deux arcs de cerck 
se CToaTe dans les Mémoires de P Académie des Scieoces, oxiaée l'j^^ 
pagciSo. 
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ces deux points étant réunis en un seul , la droite ri^ik 
plus qu'un point de commun avec le cercle ^ ou âe fitit 
que le toucher. Dans cette position , la droite AC est 
tangente au cercle. 

io3. ^Théorème, La perpendiculaire menée par un 
point de la circonférence du cercle , sur le rayon gui 
passe par ce point , est tangente au cerc]^ ; et réciprc- 
quement , la tangente à un point quelconque de la cir« 
conférence^ est perpendiculaire à l'extrémité du rayon 
mené par ce point. 

FIG. 57. Démonstration. La ligne -^5 , ^g*. 5y , perpendicu- 
laire sur le rayon ^O , au point A, a tous ses autres 
points plus éloignés du Centre O, que ne l'est le point A, 
puisque toutes les droites menées d'un côté ou de l'autre^ 
comme OB etOC , sont des obliques nécessairement 
plus longues que AO (a8). Les points C et B sont par 
conséquent hors du cercle , et lalig(ie AB, n'ayant qu!ua 
seul point ^de commun ayec la circonférence DA^ 
est tangente. 

it. Il est aussi facile de voir que la tangente au pointa, 
ne peut être que la droite AB perpendiculaire sur AO; 
car cette tangente n'ayant de commun ayec la circonfé^ 
rence que le point de contact A^ et tous ses autres points 
étant plus éloignés du centre que celui-ci, il s'ensuit 
que le rayon AO est la plus courte ligne qu'on puisse 
mener du centre sur la tangente , et que par conséquent 
il est perpendiculaire sur cette tangente. 

104. Corollaire. Il suit de là que l'on mène une tan- 
gente à un point donné A de la circonférence d'un 
cercle DAE^ en élevant une perpendiculaire AB à l'ex- 
trémîté du rayon qui passe par ce point. 

FIG. 58. ^^^- Théorème. Toute droite CD^fig.biy élevée 
perpendiculairement sur le milieu d'une corde AB ^ 
passe par le centre O du cercle et par le milieu Cde 
l'arc soutendu par cette corde. 

Démonstration^ 



> 
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péntOTistration. Puisque CD est , par Thypothèse , 
perpendiculaire sur le milieu de AB , elle doit passer 
. par tous lesppints également éloignés des points^ et B\ 
et le centre O est un de ces points y car il est à égale 
distance des extrémités A et B qui sont sur la circon- 
férence ACB. Le point C , où la perpendiculaire CD ^ 
rencontre la circonférence ^ étant également éloigné de^ 
extrémités ^ et i^ de Tare ACB, les cordes AC et BÇ 
seront nécessairement égales ; les arcs soutendus par ces 
cordes , seront donc égaux (93) ; le point C sera donc 
le milieu de Tare CB : donc la droite CD passera par 
le centre O , et par le milieu de Tare soutendu par la 
corde AB. 

loG. 1^"^ Corollaire- i**. Puisque deux points sufEsent • 
pour déterminer la position d'une droite (3) , et que le 
milieu d une corde , le centre du cercle et le milieu de 
Tare sdutendu par la corde sont toujours sur la même 
droite ,' il s'ensuit que lorsqu'on sait qu'une droite don-< 
née passe par deux de ces points , on en doit conclura 
qu'elle passe nécessairement par le troisième. 

a*. Comme on ne peut abaisser d'un point donné ^ sur 
une droite , qu'une seule perpendiculaire (Sa) , il est 
encore évident , par ce qui précède , que toute perpéç- 
diculaire abaissée du centre ou du milieu de l'arc , sur 
la corde , tombera sur le milieu de cette droite. 

107. a* Corollaire. Il suit encore du théorème pré- 
cédent , que pour diviser un arc en deux parties égaleç^^ 
il suffit d'élever une perpendiculaire sur le milieu de 
la corde qui soutend cet arc , puisque cette perpendi- 
jCulaire passera par le milieu de l'arc proposé. 

. 108.. Théorème- Les arcs interceptés dans un même 
cercle , eiatf e deux cordes parallèles , ou entre une tan- 
gente et une corde parallèles, sont égaux. 

Démonstmliion. Si les cordes BC , DE , et la tan- 
gente FGj^g*. 59 , sont respectivement parallèles , et ^^G- ^ 
Céométrie. y* édition. E 



66 li L É M E K é 

que Ton joigne le centre O et le point de coniacf j{ 
par un rayon , ce rayon étant perpendiculaire sur la 
tangente FG (io3) , le sera aussi sur les cordes BÇ et 
JDJ? (42); il divisera en deux parties égales les ai'Cs 
BAC et Dj4E ; et par conséquent si àes arcs jéB et 
AC , égaux comme moitiés de Tare BAC y on retran- 
che les arcs AD et AE , égaux comme moitiés de l'arc 
DAE , les restes BD et EC seront égaux , ce qui est la 
première partie de Ténoncé du théorème : Tégalité ^e^ 
arcs AB et AC prouve la seconde. 

log. Théorème, Si des sommets O et O' de d^ux 

riG. 60. angles AOC et A'O'C ^Jig, 60, on décrit deux arcs 

de cercle du même rayon , le rapport des arcs compris 

entre les côtés de chaque angle , sejra le même que celui 

de ces angles. 

Démonstration. Si les arcs AC et A^C , ont une 
commune mesure, AB = A'B' , en portant cettt 
commune mesure sur chacun autant de fois qu'elle 
y est contenue , on les divisera tous deux en partiea 
égales ; et si Ton joint les diiFérens points de divisioii 
avec le sommet de l'angle correspondant^ par des droites 
comme OB et O' B' ^ on partagera les angles ^O Cet 
A!0' C en autant de parties égales que les arcs AÇ et 
A! C en contiennent. 

En effet , les cordes AB et A'B' étant égales , les 
triangles ^O^ et A'O'B' seront égaux, comme ayant 
tous leurs côtés égaux chacun à chacun (i2o) , puisque 
4'ailleurs les droites OA , OB , C'A' et O'B' , sont 
égales comme rayons de cercles égaux : l'angle AOB^ 
sera donc égal à l'angle A O'B ,^ Cela posé , les angles 
AOC et A'O'C comprenant chacun autant d'angles 
égaux à AOB , que les arcs AG et A' C contiennent 
de parties égales à AB^ seront évidemment dans le même 
rapport que cps arcs ^ et auront pour comniuae mesure 
l'angle AQB. 
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"■ lié rasonnement précédent exige que les arcs AC 
et u4^C soient commensùrables enti'e eux^ mais la pro- 
position aurait également lien , quand même ils seraient 
incommensurables; car on ne peut supposer que les 
angles AÔC et A'O'C'i Jig. Gi , «oient dans un rap^ nG.Ci. 
port plus ^and ou plus petit que celui de ces arcs» 

Si y par exemple y au lieu d'avoir cette proportion : 

^ AOC:A'0'C iiACiA'Ci 

on avait la suivante \ 

AOC.Jcyev.ACiA'ây 

l'arc A'd étant plus grand que A^C y et qu'ôri divisât 
l'arc ACen parties assez petites pour qu'étant portées 
«ur l'arc A'C ^ un des points de division e tombât entre 
Oetd, on aurait entre f es angles AOC y A'&e, et 
les arcs ^^C et Ae ^ respectivement commensurables , 
cette propiortion : , 

• AOC.Jo'év.ÀC'.Jey 

dont les antécédens sont les mêmes qu« ceux de la pré*^ 
cédente \ ce qui donnerait par conséquent 

A'O'C : A'O'e ::A'd: A'e^ 

résultat àbsùr^e, puisque ÂO'Cf <^A'0'e, et qti€ 
A'd>A'e. 

Si l'on prenait l'arc À d' moindre que A'C, on n'aii^ 
tait pas non plus 

ÀOC\ A'O'C wAC.A'iX'^y 

car pour le point de division e' y on aurait 

AOC\A'<ye'\\AC\Aé'^ 

d'où il s'ensuivrait comriie ci-deàsus , 

AIO^C : A'O'^ y. A' a : ^V, 

proportion énCdrè absurde ^ puisque 

A'aa>Aaé y A'd!<iA!é. 

• Il eit évident que la réciproque de cette proposition 

E Si 
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n'a pas besoin d*une démonstration particulière ; car !• 
iiapport des arcs ne peut être égal à celui des angles , 
sans que ce dernier ne soit égal à celui des arcs ('''). 

1 lo. 1^' Corollaire. Le rapport dés arcs^^C et A'C 
étant le même que celui des angles j40C et A'O'C , il 
en résulte que ces arcs sont la mesure naturelle de» 
angles ; et d'après ces notions ^ on dit que la mesure 
d'un angle est l'arc de cercle compris entre ses 
côtés , et décrit de son sommet comme centre. Cette 
expression paraît d*abord obscure; car on ne peut'me- 
surer des grandeurs quelconqiies que par d'autres gran- 
deurs de la même espèce. L'arc de cercle étant une 
ligne , est hétérogène avec Tangle , qui est une sur- 
face (7) 'y mais il faut observer qu'on sous-entend ici 
l'arc pris pour unité , et'lvbgle qui correspond à cet 
arc , et que l'énoncé ci-dessus revient à celui-ci ; Tout 
angle contient autant de fois un certain angle arbi^ 
traire , pris pour unité ou pour terme de comparaison , 
que Varc compris entre ses côtés , et décrit Se son som^- 
met comme centré, contient Varc du même cercle, com- 
pris entre tes côtés de ce second angle , et décrit de son 
sommet comme centre. 

On voit par là que les arcs de cercle ne sont intro- 
duits que pour servir de termes de comparaison , et que 
pour trouver le rapport numérique de deux angles 
quelconques , il faudra chercher , par le procédé du 

(* ) Je crois devoir faire observer que cette proposition, qu'on se 
contentait presque d'énoncer dans les Elémens adoptes en France 
uvant 1794» a ctc' {ddmontre'e à peu près comme ci-dessus dès 1760» 
dans ceux de Karsten y et l'était peut-être aussi dans de plus ancien» 
ouvrages. Le moyen d'ailleurs s'offre de lui-même par une forme de 
raisonnement employée par Euclide, pour un semblable passage 
du commensurable à l'incommensurable; et comme je l'ai dit 
ailleurs ( Essais sur P Enseignement )y lorsqu'on se borne aux pro- 
positions vraiment nc'cessaires des Elémens de Gf'ome'trie, il ne 
reste plus qu'à s'occuper de l'arrangement qui les lie le mieux 1«» 
. mies aux i^Ues; les xtod plus ^vidciacfr et \A\i% facile» h veten^r. 
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n** 101 ^ celui de deux arcs décrits de leurs sommets , 
c6mm:e centres, ayec un rayon arbitr^dre) mais le même 
pour toûsdeu^. 

L*angle qui parait le plus propre à servir d'unité , est 
i'angle droit. Cet angle comprend évidemment , entra 
ae$ côtés, le quart de la circonférence ; car si du poiiit O 
comme centre, ^g. 611 , on décrit une ciréonféïènce , FIG. 6». 
la droite AB en soutendra la moidé (^) ; les deux 
angles droits* «COi?, COA , étant égaux, coînprendroint 
chacun la moitié de cette moitié ( n* précéd. ) ,* c*est- 
â-^ire le quart de la circonférexice entière. On ftira \ 
donc la mesuré d'un angle en comparant T^tc compris 
entre ses côtés, avec cdui qu'iptercépte , sur la même 
circonféxence , l'angle droit i^riemt son commet an 
<îentre, ' 

1 11 . 2* Corollaire. Il suit encore du théorème pré- 
cédent , que les droites qui divisent un arc eh plusieurs 
parties égales , divisent aussi , dans un même nonilire 
de parties égalés , l'angle que mesure cet arc , et que 
parconséquent la division d'un angle se réduit à celle 
de l'arc qui lui sert de mesure. Malfaeureu^eiïietit la 
géométrie élémentaire ne fournit que le moyeli de di- 
viser' tiri arc en deux parties égales. 

Ce moyen consiste (107) à^éleverune perpendiculaire 
CÔjJig, 5&J sur ïe milieu de la corde AB\ et cçtte per- FIG 59. 
pendieuLaire divisera aussi l'angle AQB en deux parties 
égales. On peut d'ailleurs se convaincre à priori dgl'é^- 
lité des angles AOD et BOD.^zx celle des triantes de 
même npm. 

On pourra, ,par le même nioyen ^ diviser de nouveau 
chaque moitié de Varc ACB^ ou de l'angle AOB, en deux 
parties égales , et pousser ainsi la division suivant les 
nombresa , 4i 8 > 16, Sa, 64> etc. ; mais il ne sera pas 
possible de partager cet arc» ou cet angle , en 3, 5, etc. 
parties égales. 

E 3 



yp é L É M E X s 

. lis. Théorème. Lorsqu*uii a^^e a son sommet placé 
siur la circonférence d*un cercle , il a poi^ mesure I4 
moitié de Tare compris entre ses côtés. 

Démonstration, i^. Je suppose que l'angle proposé 

soit BAC , dont Tun des côtft AC passe par 

PIG. 63. le centre O du cercle^ Ji^. 63. Si par ce point oa 

Tûène le diamètre DE paraUèle à AB , on fera i*angle 
DOC égal à BAC ^ conune coirespondant par- rapport 
à la sécante AP , et ayant pour mesure l'arc DC , 
compris entre ses côtés, et décrit de son sommet commi 
cenlrer Ainsi l'arc DC serais la mesure de l'angle 
BAC y si le commet ^ de ce dernier était transporté 
en O ; mjais l'arc DC. est d'abord égal à l'arc At^ , 
pxlisq^e cel^û-rci mesujqe l'angle AQE ^ opposé par la 
sommet k DOC y et qui lui est par conséquent égal ; 
puis les arcs A E et BD étant égaux comme compris 
entre des cordes par^lèles (108), il s'ensuit que l'arc 
DC est aussi égal à BD - donc l'arc jB.C, composé de 
BD et de DC ^ cçntient deux fois l'arc PÇ\ doijc U esf. 

, le .double de la mesure de l'anale BAC* . 

a®. Soit maintenant Tangle ^AG , compren^tla 
centre entre . ses côtés. .Cet angle étant composé des 
angles BAC , CAG ^ aura pour mesiu:^ la somme de^ 
arcs qui mesurent ces derniers ; mais comme ils gnt 
çhacûii un côté qui passe par le centre y leiprs mesures 
• respectives seront la moitié de BC et la moitié de ÇG\ 
arcs dont la somme compose la moitié de farc^o^ égal 
àBC + CG : l'angle BAG aura^done pW naesurè la 
moitié de Tare ^(ï compris entre ses côtés. 

3**. L'angle FAB , qui ne comprend point le centre 
entf e ses côtés , pouvant être considéré comme' la dif- 
férence des angles FACj BAC , aura jpour mesuré la: 
différence des arcs qui mesurent ces derniers ; mai$ 
çotiïme leur côté commun ^C,- passe par- le centre, 
leurs tnesures respectives sdnt les moitiés de FC et de 
j^Ç'^et la difféf ence de ces mesiures composant la moi^é 
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de l*arc FB , égal kFC— BC , l'angle FÀB aura dono 
pour ihesure la moitié de Tare compris entre ses côtés. 

4*- L'angle formé par une tangente et far une corde , 
a aussi pour mesure la moitié de l'arc compris entre ses 
côtés ; csa l'angle CAH , formé par la tangente AH et 
le diamètre AC qui lui est perpendicmlaire , étant droit ,- 
* pour mesure la moitié de la demi-circonférence ABC 
(iio) ; si on ajoute à cet angle , l'angle CAG , form4 
par deux cordes , et ayaftit pour mesure la moitié de 
î'àrc CG , l'angle total G-^H aura pour mesure la moitié 
de CG y plus celle de ABC , ce qui fait la moitié de 
l'arc totaJ^^G, compris Mtre ses côtés; et si on re-f 
tranche du même angle droit CAH , Yan^eFAC, me-, 
sure par la moitié de l'arc F.C, la différence F AH dr 
ces angles sera mesurée par celle des moitiés dé ABQ 
et de FC , -ce qui revient à la moitié de AF. 

ii3. i" Corollaire.Van^e FAI y formé parla corde 
A F et par le prolongement- Aide la corde '^G-, a pour 
inesiore la moitié de la somme des aLràs AF et AG, 
^uttendusparces cordes, en dehors de l'angle qu'elles 
foraient. 

' En effet , Tangle FAI, égal à deux droits rmoin»' 
l'angle FAG (i i) , aura pour mesure la différence qu'il . 
j a entré la demi-<ïircotiférence et la mcHtié de l'arc 
FG y qui mesure l'angle FAG ; mais cette différence 
est égale à la moitié de belle de la circonférence entière 
ekde l'-arc FGlui-^nême , ce qui revient évidemment 
à la moitié de la somme des arcs^ -^Fet AG^ 

• 1^1 4- ^ a* Corollaire. Il suit encore du théorème pré- 
cédent , 1 <*i que tous lesangîes qui , comme JEGF , EHF^ 
EIFy KEFyfig. 64, ont leur sommet placé à la cir- FIG. 64 
conférence , et s'appuient sur le même arc , sont égaux , 
puisqu'ils ontçôur mesurera moitié du même arc EAF^ 
compris entre leurs côtés. 

2^ ' Que l'angle BAC, dont le sommet est sur la cirr^ 
«onfiireace, et dont les côtés AB et ^C passent parlée 

E4 
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extrémités d'un diamètre BC y est droit , puisqu'il a 
pour mesure la moitié de la demi-circonférence BGC, 
comprise entre ses côtés ^ ou le quart de la circonfé- 
rence eAtière ( 1 1 o) . 

riG G5. 1 15. Théorème. L'angle BAC^fig. 65 , dont Je som- 
Qi<Bt est placé dànb' le cercle y entre le centre et la cir- 
conférence^ a poixr mesure la moitié de Tare BC , 
compris ehtlrè ses côtés ^ plus la moitié de Tare ED , 
compris «ntre leurs prolon^qmens. 

Démbnshkition. Si par le point D y on mène la corde 
I>F j^allèle à l'un des côtés AC de l'angle proposé , 
<yh forînerà Tàngle BDF épJ à l'angle BAC y comme 
Correepienidant par rapport à la sécante BD y et ayant 
^o^rœesutè 1à moitié de l'arc ii^CF compris entre ses 
isÔ^s-, pmsqtfe son sommet est placé sur la circonfé- 
rence (lia); mais lesàrcâ EÙ^tFC étant égaux, bomn^ 
compris entre des cordée parallèles (lo8), il s'ensuit 
quoJ'arc BJF , égal à BC^+ FC y sera aussi égal à BC 
•+• ED ; et puisque sa moitié mesure l'angle fiDJP:^ et 
jpaï! Gonséiqtienlt éan é^éA BAÇ y V^ d^ni^F aum a^ssi 
pour mesure la moitié de la somme des arcs ÊÇ^t-^D,, 
tommB écpiivalenti^ à Tare BF^^ ce qui est l'énoncé du 
ttéiprème. ' . . - ..:..... 

riG. 66. fi6'/Thé(frèm^.Vna^ BAC y^. 66 , dont lesom-f 
ài^ est plac^ hoi^ du: cendè'^ a: pour mesure la; moitî& 
de là différence des arcs BC et DE compris eiitqe s&ft 
éôté»; arcs dont l'un tourne sacottGâYlté "^ers léi scîb»* 
, . met, et l'autre sa convexité. ' r • : , 

. Ùémonstradon. En tirant , comme ci-<îessus , pâij le 
poîht P y la droite DF , parallèle au côté AC \ on fôr- 
iâiera l'angle BDF égal à BAC y comme correspondaht 
par rapport à la sécante jffZ), et ayant potir mesure la 
moitié de l'arc BF compris entre ses côtés ( 112) ; 
mais les arcs ED et FC étant égaux , comme compris 
entre ides cotdés parallèles (108) , il s'ensuit que l'arc 
BFy éssàkBC-^EC, sera aussi égal à iPC— iEZ?; 
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Yt pulscltie sa moitié mesure l'angle BDF.^.Bt p3ï con- 
séquent son égal BAC y ce dernier aura aussi pourmesur* 
la moitié de la différence des arcs i^Oet ££by diiFêreitG« 
équivalente k Vsrc BF > ce i^ est l'éiùmcé dn tiiéorèmi». 

1517. Proéteme; EteT«ï une fmrpfeùdtediéSSréÀ 
mité L^dWe ligne droi1»\/€iî,^5-/84,'»èuié la gifolonget fiG. t^ 
tt>mme Fexigerait le protédé du A* 36. . " ' 

Solution. On prendra hors de la W^^Ap un point 
quelconque O, duquel , comme centre ,' fet'âvèc utt rayon 
«gai à AO ^ on déoç^ra une rârcoaférance de cercle 
IfAH:^ par le point B^ où elle rencon^eça Udrpite AB, 
et le centre 0,y:m tirera Ije diamètre BOQ^ .qui déter- 
minera sur la circpoféffince un poiiit C : la droite ^C, 
qui }oint ce point çt r.çTçtrémité ^^,1^ droite ^^9 
sera la pe^endiçQlair^.^e^ipaandée , puisj^got l'angle BAC 
sera droit (ii4). .♦•iri >. 

> ii3. Pro&/;ém6, pyui;i,pc^tdonn^j4) j'i'^W^»^'^^^^^^ 
cle^jig. 67, me^^.u;i9^1IalJig^l^eâ•ç^^^44c^^^ , FIG. 6> 

Solution. On tôfedta lavéè le point::* V i« ïrt)fc< O , 
■centre du cercte dômàéf; tfticinrtféérit^ ^ J*i>V comme 
diamètre^ une cvcofifëi'^iice de Cei'cIé'^'Yfeticbntrera 
!é cercle iîD^- endteiiX]fK)înts, B^'B" -; W6 âtoïtes BA 
et S'A, -qui joindront ces points streàlè gttilit donné A^ 
seront tangentes an 6et'chî'i71>ff'. ' • ^ 

fen effet , èi on tirer dada' ée fcérclè'le^' rayons ^0 et 
B'dyquiy daàs le cSéVîâe 55^^, sei-o^t'àés cordes^ 

que 
passent par les extrémité^, de Tutf dé rfés 
i^àmètres (ii/() *, donc res droites An et AB seront 
tangentes au cercle :jR£/j&' ( 1 û3 ) . 

119. Problème. Par trois points A, B, C^Jig. 68, FIG G8, 
qui ne s'ont pas en lime droite , taife pâJBser une cir- 
bofiférfence de ceirïe: • ' '^ ' ''" ^' " ' 
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Solution» Si Ton joint les trois points jiy B^ C, par 
deux lignes droites , AB et BCy ces droites seront 
des cordes da. cercle qui passe par les points proposés. 
Eleyant sur le milieu de AB la perpendiculaire DE, 
et sur le loilien de BC la perpendiculaire FG , le 
centre Q ^ qui doit être en même temps sur Tune et sur 
l'autre de ces perpendiculaires (io5), ne pourra se 
trouver que dans leur intersection^ qui aura nécessaire* 
ment lieu (4i )• 

120. i^f Corollaire. La construction précédente ne 
donne qu'un seul point pour centre et qu'un seul 
rayon, puisque lès droites .^O et OC étant égales à 
OB /comme oblicjues qui s'écartent également des per- 
pendiculaires OD et OF, sei'qÀt égides entre elles: il 
est donc évident qu'il n'y a qtiHùi sçui cercle qui puisse 
en effet passer par les trois points AjB, C. ' 

Là quGsfion devient insoluble lorsque lés trois points 
* A, By C, sont sul- la même ligne droite , parce que les 
perpendiculaires :/>£ et GF so^ parallèles (3g) ; et ne 
•e rencontrant pi vs> n'indiq^ient plus aucun centra; et 
en effet, aucun cercle ne peut passer par les points pro- 
posés , puisque s(il en passait un, ce cjercle aurait trois 
points communs avec une drpjte^ ce qui serait conr 
traire à ce qui a été prouvé dans Xe jo!* ^4*. r 

121. 2^ Corollaire. Il suit encore de la même pro- 
position , que deux cercles ne peuvent avoir trois points 
communs sans se confondre ; car ;d l'oi^ fait sur ces trois 
points la construction indiquée àams le Problème çindes- 
ftts, on trouvera que les cercles proposés doivent avoir le 
même rayoi^ et leurs centres placés dans le même point. 

C'est pour cette raison que deui^ cercles ne peuvent 
se rencontrer en plus de deux poin^. 

122. Théorème. Deux cercles qui passent par un 
mime point de la droite qui joint leurs centres^ ii'pnt qàt 
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me point de cônumm , dan^ lequel ils se touchent par con- 
•«équént; et réciproquement^ si deux cercles se touchent, 
leurs centres et le point de contact ^ont en ligne droite. 

Démonstration. !•. Si lés centres O et O' des cercles 
^C et ACy Jig. 69 , sont dtués tous deux du même piG. 6^ 
tôté du point A , conlmun à ces deifx cercles^ sur la 
droite O Ô' , et qu'on prenne un point quelconque 31^ 
sur celui des deux qui a le plus grand rayon V en joignant 
ce point aybc les centres O et O' ^ on formera un trian- 
gle 0'0'M\ dans lequel on aura toujours 

oa -H oM' > (y^r ou oa j^om > aA-, 

luais Risque &A'==X}&'-^OA^ oneneonclusa 
OÔ''\-OM > OO'+ÙA, 

<Bt par conséquent OM'^OA : le point M' sera donc 
dans tous les cas hors du cercle AC^ 

a"^. Si les centres sont de difFérens côtés dit point Ay 
jfen O et O", par exemple ^ le triante OM" Ordonnant 
piir-f 0"M' > OA +P''A , on «i conclura 

O^f'^OA, 

puisque (yA = O^AP ; et par conspuent le point 3P. 
sera hors du cercle AC, 

ha. proposition inversa , poçiprise dans l'énoncé y se 
démontre ep, observant ^ i**. que si les deux cercles AC 
et AO y n'ont que le point A de coiiimiin y et que leurs 
centres j, auiiem d'êjtre sur la droite OAy soient sur toute 
autre droite O'M' y en sorte que le centre du petit cerclit 
1^ Û'ouye en o , on aura 

&o + oA> a A ou >-0'jr ; 

retr^chant de part et d'autre O'à , il restera 

oA^oIkFt 

(i6 qui est absurde , puisque oA étant supposé rayon du 
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petit cercle AC^ est égal a om, nécessairement moiniîr» 
<i[ue 03f', 

a**. Que » leâf deu>c cercles se touchent extérieure- 
ment, comme AÇ et^C", il est évident que la plus 
courte ligne que f on. puisse mener du centre de F un à 
celui de l'autre , est égale à la somme des rayons , 
et que cette plus courte ligne passe par le point- de 
contact , puis({ue si Ton joignait le point M^ à chacun 
des centrés, la somme des droites OM'', O'il^'y serait 
plus grande que. cqIIq d^§ rayons ;..piais la plus courte 
ligne que Ton puisée mener par deux points étant droite, 
la ligne O-^^O^sera'dikcime droite. . ' 

lâS. jRemor^c^ ^J:'ai>déî4. indiqué dans Iq a^ 1^^, 
les conditions qm, dpiy^^t ^voif , ^ie^ pour que deux 
cercles se coupent : elles sont vérifiées ae nouveau par 
. le théorèAie préeédewt', *car ôn*^ voit bien évidemment 
que les cercles A&'^st 'A&' bi^àétikénf de se' toa- 
cher, et à plus for^e. raison ne 30 couperaient pas, si la 
4istance des centres, O&y était mc|indre que la dif- 
férence des rayons^^ét/ju^ siladi^ance OO'! surpassait 
la somme des rayons des cercles AC eUAC" , ceux-ci 
ne se toucheraient pas^ lion plus. 

;^ Puisque les cercles. ^Ç> Ai^^ ^ A^' * ont leur centre et 
leur point de conWt A sur la mêiftjB ligne droite , la per- 
pendiculaire AB^ élevée sur cette ligue, parle point A, 

ïes touche tous 4-la-Tois (ib3). ' 

/ ' De plus il est visible que qtipicju.ôh rië puisse, mener 
' aucune droite é^fe-e îe.céjrclé ÂCki'iiL tangente AB ^ 
on peut néanmoins y faire passer une iiiiïhitede cercle» 
âiflPérens (^y. ' 

124. Problème. Décrire un CeïBe qili touche eiiuiï 
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(*) C'est là ce qu'il faut entendre dans cette proposition, soutenue 
par plusieurs gcomètres, que l'angle de contingence CAB^ formé 
entre le cercle et la tangente , est moindre que tout angle rectiligne , ou 
formé par deux droites, quelque petit que soit ce dernier. La dis- 
ctiasioQ ouverte k cet égani n'esi véboe qte à% c« qu^oa ne s'en^ 
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point donné A yfig> 70 , une droite AB doniiée de posi- FIG. 7*. 
tion^ et qui passe par un second point donpé C* 

• Solution. On éWera sur AB , pai^ le^oiht A , la per- 
pendiculaire AO^y puis joignant les pointa yi et C, on 
élèvera aussi sur le miUcu de AC\ la perpendiculaire.; î 

DO' \ le point O', commune section de ces deAX per- 
pendiculaires^ sera le centre du cerdle den^^iidé. 

£n effet y le centre de ce cercle doit se trpi^^r «lUr lit 
droite AO' perpendiculaire à la tangente ABy et passant 
par le point A, où doit avoir Heu le contât -dn <;erere et 
de la droite AB (io3>; ildoit être paifeilleA^Mr sur DO\ 
puisque cette ligne est perpendiculaire sàt le milieu 
de la droite AC, qui, joignant denx'pdîn«\//et Cdtt 
cercle demandé, est xm% corde (i,o5) : domc il est ati 
point O' y où ces deux perpendiculdres se rencontrent. 

ia5. Problème. Décrire un cercle qui touche en un 
point donné A un autre cercle donné AEf et qui passe 
par un second point donné C 

Solution. On joindra ^ comme dans le problème pré- 
cédent, les points^ et C, et la perpendiculaire DO' éle- 
yée sur le milieu de là corde y/C, passera par le centre 
du cercle demandé ; on tirera ensuite par le centre O 
du cercle donné et par le point A y «ne droite qui devr^ 
contenir aussi le centre du cercle demandé (122); le 
point O', où cette droite prolongée , s'il est nécessaire , 
rencontrera la droite DO', sera donc, dans ce cas, le 
centre du cercle demandé. 



< V 



tendait pas sur le sens qu'on attachait dans ce cas ;tu mot anglfi. 
CSeuz qili youlaient y appliquer la notion tirëe^es lignes droites, 
voyant dans l'angle de coniiiigençie an espace iadiffini CABy com- 
pris entre le cercle ^C et a» tangente , n^ poHya^ent,Bre)c. raison^ 
le regarder comme moindre que tout angle rectiligne , puisqu'on 
peut évidemment tirer p^ I^ ^int A une droite qui passe entre les 
points C et B. Mais toute c^te dispute t qui nçt xai^ait.<^a sur les 
mots , totnba dans l'ottb}i dis qa'on s'appercut qu'elle n'intcrç«$fiit 
«Mii^a lefrpnncipeSi 
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La construction ne changerait pas si le point donfi^ éi 
passait eja. C\ dans l'intérieur du cercle donné AE^ seu-<- 
lement le cercle demandé swait enveloppé par ceflui-ci^ 

ia6. Problème. Décrire sur une ligne donnée ÉF^ 

riG. 64. J5g. G4 , un eerclef tel que tous les angles ayant leur 

sommet à sa circonférence , placés du même côté de 

cette droite, et s*appuyant sur ses extrémités^ soient 

égaux à un angle donné. 

Solution. On mènera par le point E la droite KJIf, 

faisant avec EF, un angle KEF , égal à Tangle donné > 

et dont rouyerture^soit tournée du même côté que 

celle des angles demandés ; il ne s'agira plus qltâ de 

construire, par le problème du*n^ 1224^ ^^ cercle qui 

passe par le point F, et qui touche en E la droite KM* 

'1 
Il estévident, parle n^ 1 14> que tous les angles ^TGF^ 

EHFy EIF, ayant même mesure que l'angle KEF, se* 

ront égaux à Tangle donné. 

N. B. On énonce aussi ce problème comme il suit ; 
Décrire sur une ligne droite EF^ un segment (ou une 
portion ) de cercle EHFE , capable d'un angle donné.. 

107. Théorème. Deux sécantes qui partent d'un même 

FIG. 71. point JSpris hors du cercle, ^g. 71 , étant prolongées^ 

jusqu'à la partie de la circonférence la plus éloignée de 

ce point , sont réciproquement proportionnelles à leurg 

parties extérieures; c'est-à-dire , que l'on a la proportioH 

j4E : DE : : CE : BE , 

dans laquelle ime des sécantes et sa partie extérieure 
■forment les moyens , tandis que Tautre sécante et sa 
partie extérieure forment les extrêmes. 

Démonstration. En tirant les cordes^^C et DB , on 
forme les triangles AEC et BED , qui sont sembla- 
bles comme ayante chacun à chacun, deux angles 
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êgUûL (65)> sayoir : Tangle ACD et l'angle ABD, dont 
' le sommet est à la circonférence^ et qui s'appuient sur' 
le même arc AD (ii4)j P^ l'angle AED , qui leur 
est comnum. G>mparant leurs côtés. homologues j on 
ebtiéndra la proportion 

AE:DE::CJE:BE, 

qui fait 4e sujet de la proposit^n. 

laS. Remarque, Si l'on conçoit que la sécante Ei2 
tourne autour du point E en s'ayançaînt yérs F, pour 
se dégager du cercle, les points C et Z> se rappro- 
' cheront sans cesse , et la différence entte là sécante et 
sa partie extérieure deviendra de plus en plus petite ; la 
proportion ci-dessus ne cessant point pour cela d'être 
yraie , il est naturel d'en conclure qu'elle aura lieu 
Iprsque cette différence sera nulle , c'est-^-<lire, lorsque 
la ligne CE étant devenue la tangente EF , la partie 
extérieure sera devenue, égale à la ligne entière. On aura 
dans ce cas 

AE : EF :: EF: BE, 

proportion qui nous apprend que la tangente EF est 
moyenne proportionnelle entre la sécante BE et sa 
partie extérieure AE. Cette proposition peut aussi se 
démontrer à priori , comme il suit : 

Ayant tiré les cordes AF et BF, Jig, 7a , on a les FIG. 7». 
triangles AEF et BEF, dans lesquels l'angle E est 
commim, et les angles .£^F et EFA, sont égaux, comme 
ayant leur sommet sur la circonférence et s'appuyant 
sur le même arc AF: la comparaison de leurs côté^ho^ 
mologues donnera 

. AE i EF:: EF: BE. 

1129. Théorème. Deux cordes AjB et CD, Jig. fZ , FIG. i3. 
qui se rencontrent dans un cercle , se coupent en 
parties réciproquement proportionnelles; c'est-à-dire • 
qu'on a . 

AE:DE::CE: BE, 
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proportion âans laquelle les parties d'une corde forment' 
les extrêmes > tandis que celles de l'autre forment lee 
moyens. 

Démonstration. En tirant les cordes AC et DB ^ on 
ferme les triangles AEC et BED^ qui sont semblables 
comme ayant deux angles égaux cbiieuB à chacun (65), 
sayoir : l'angle ACD e% Faagl^ ÂBP y dont le ^omiiiet 
est placé à la. circonférflP^e^ pX qui s'appuient sur le 
même arc AJ) (114) ^ piûsI*aD^e.^JSCetl angle BED, 
opposés par le spnunet. Comparajat leurs côtés hon^o-» 
logues^ on aura la proportion 

AEiDE:: CE: 



qui fait le sujf ^ 4e la propc^t^on. 

Observation. Il est facile de réconnaître que' ce 
tbéorème et celui du n° 127 ne sont que deux cas 
particuliers d'une même proposition , que Ton peut 
énoncer ainsi : 

Lorsque dejjfO^ droites qui se co^pmt > rençqntee^t f^^ 
même temps une circonférence ds cercle, chacun^ f^n 
deux points ,. les distances dele^r'pointde rencontra y à 
chacun de ceux où. elles coupât la circonférefiçf^ ^u 
cercle , sont réciproquement proportionnelles. 

i3o. CofQltairéi $ilac<Mrâe udf^paaigliit par le centre , 
ou deve9eit uil diamètre» et que la eorde CD lui âàt 
flG. 74. perpeiidieiil^îre»^. 74» ^^ darmàre serait coi^pée 
ea deuaç p^rt»»^ é&à^ C *^6 ) > irt Ja proportioa 

AE : DE w CE: BE 

deviendrait 

AE: CE:: CÉvBEy 

puisque DE m CE 'y la droite CE serait donc moyenne 
proportionnelle entre les parties AE et BE du dia— 
mette AB. 

Il 



DEGÉOMÉTRIE. 8l 

n suit de là que pour trouver une moyenile propor- 
tionnelle entre deux .droites données M et N, il faut' les 
porter à. la suite l'une de Tautre, de ^ en E , et de E 
W B , puis décrire . sur leur somme; AB , cpipoie dia- 
ïnètre, un cercle, et élever ^au point J£, où elles se 
îpignènt, la perpendiculaire EC , qui sera la mqyénne 
proportionnelle demandée. 

i3i. Remarqua. Lft .proposition oui fait le sujet du 
corollaire précédent', résulte immédiatement de la pro- 
priété du triangle rectangle démontrée dans le n° 'j4 > 
car si on nuèrie ks côêde^-j^Cet C#7 Tangle ACB 
étant droit ( 1 1^ ) .0]j;ipira par le mui\çTQ cité. 

Le même numéro donne encore cette proportion : 

AE.:^jie^>\'-^ rAB y 

de laquelleil résu)jft WP%l4 corde çaaajée par F extrémité 

un diamètre , est moyenne proportionnelle entre le 
diamètre et le segment formé par Ifarpërpehàicuîaire 
abaissée de Taulre* extrlemité de cette corde. 

Par U pii p^ut. «js^Ttrotoyer une moyenne propor- 
.tpnnjeil^ .çnjl?re d|B^pc,.jiJjçqit^s. .dpfttféçs. ,.• teii prenant la 
plus grap^ PQ^uT.Jg ^Ttf^ç^'\43^ :paj5t^t la seconde 
dé ^ en £:, élevât If J^er^fifti^çi^Utfie JEC, et tirant 
la .cp£^eyC,;qui;^ç;cf , 4*après ce f^ pjrécède -, la 

wiyé^fl^' PROB^ytiogn^ 

..:^^-^-Pwi&/èroerPftrtager une ligne AB ,Jig, 75, en pi(; 
-vxojfiïmt fii^toftxèax^ ^réâsoû , c'est-à-dire , de manière 
^quWiaitilAiprûpQrtiQn :...>. 

. '; :l. : AC : se :v BC^, AB\ 
daiis^làqi^èfle- jSC, là plus grande des deux parties dé la 
«ligâ^ AB^ y fest moyenne proportionrieHe entre cette 
-ligh§ tet4*autre partie J^C * ^- 

•' Solution, Il faut élever à Tune des extrémhés de la 
droite AB , la perpendiculaire AE, égalé à la moitié ^ 
• Géométrie* 7* éàxûoh, F 
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de cette dlfoite ; tirer BE ; du point £! , comme Ceôtre 
avec le rayon AE , décrire un cercle u^DF , et dii 
point B, comme centre avec un rayon égal à B^D , 
décrire Varc, DC : cet arc, coupant la ligné AB au 
point Ç, la partagera en moyenne et extrême raisonl! 
Pour le prouver., on prolongera BE jusqu'en F , et 
Ton aura, par le n° 128 , • ' a 






BD : AB: \ AB : BF; 
d'où on tirera 



AB — BD : BF — AB : r BD i AB ; 
mais , ^ AB—BD~AB—BC=iAC ; ' ' 

et puisque par construction •-<^£' eitla moitié de AB , il 
s'ensuit que ^ .. . - - 

] ' ABz=z!iAJ^ti^D , 
. d'où . , ' . 

BF—AB±zBF—FI>^BD=BC, 

et par Conséque;it . 

AC : B€ : : BC: AB\ : i . 

# 

proportion conforme . à l'énoncé du problème. 

' i33. JP^-oi/émc- Décrire un cercle qui passe par deuk 
FIG. 76. points donnés C et Dyjlg. jÇ ,' et qui touche une ligne 
droite indéfinie \/f^, donnée de position. 

Solution i 'On joindra les points Z) et C par unfe 
droite que l'on prolongera jusqu^à ce qu'elle rcni- 
contre AB , en ^ ; on prendra ensuite une moyefnne 
proportionnelle entre ACetADy par le procédé indiqué 
n® i3i , et AE étant cette mojrenne proportibnnefte «, 
on la rapportera sur AB , en décrivant du point A , 
. comme centre , avec un rayon égala :^^, l^«g:o EF;, h 
point F sera celui où doit se faire le contact de la 
droite AB et du cercle demandé : on pourra dpnc,4ér 
crira ce cercle suivant le procédé du n^ 11g , ou par 

celui du n** ifl4' • 

Cette solution se prouve en observant que la ligue A€ 
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est Une sécante , et que la question se réduit à trouver 
sur AB , la position çlu point de contact , pour lequel 
on doit avoir, d'après le n® lûS , • 

AD : AF\ :AF:AC, 

d*où il suit que la distance AF s'obtiendra en prenant 
une moyenne proportionnelle entre AD et AC (*). 

134. Théorème. Dans^un demi-cercle , les secondes 
puissances deslongueursdescoirdes^C^ AF, qui partent 
de Tune des extrémités d*un diamètre ^ yîg'. 74, sont^'^G. 74. 
proportionnelles aux segmens AE et AG, compris sur 
ce diamètre , entre l'extrémité commune à. toutes ces 
cordes et Je pied de la perpendiculaire' abaissée de 
l'autre extrémité. 

Démonstration, Puisque les cordes' J/C- et >^/^ sont 
respectivement moyennes proportionnelles entre le dia- 
mètre AB et chacun des segmèns AÉ et AG ( i3i ) , ' 
on aura 

ÂC*=AB>:ÂÊ,ÂfF=ABx,^, 

d'où l'on conclura 

AC\ HFx : 'ÂB^IÊ'.'aB y, AG, 
ce qui se réduit à 

'aC: Âf'': :AE:AG, 

(*) Le problème du n® pre'cc'dcnt et celnî-ci sont susceptibles de 
àeax solutions. Dans le premier , non-seulement la ligne BDyJig. ^5, 
.remplit 1^ conditions del'^énoncé, mais encore la ligne BF^ en taitt 
que AB est moyenne proportionnelle entre BF etBD* ( Yoj'e^V Ap- 
plication de l'algèbre à la géométrie* ) 

Dans le problème ci-dessus , on peut porter la K^é-^^gjfî^. 56, 
non-seulement de A en F jamais du côté oppose, en F' : on aura ua 
second cercle qui touchera la droite ^^ en i^, et qui-passera par lés 
points Z>et C 

Si la ligne OCderenait parallèle /à AB , la construction indiqué* 
. ne ferait plus connaître le point F ^ mais il est visible que , dans ce cas, 
là perpendiculaire ë|evée sur le milieu de la cordé DC^ et qui passe 
l^r le centre du cercle demandé, devenant peipendicnliûre îi la tan- 
gente AB , détermincnut le point de contact /* ( io3 ). 

F 2 
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en omettant le facteur AB . commua aux deux term^M» 
du second rapport. 

Des polygones inscrits et circonscrits au cercle. 

i35. Remarque. Il est évident que puisqu'on peut 
toujours £aire passer un cercle par trois points donnés 
(ri 9) y oh pôsl^a ^ussi faire passer un cercle par les 
sommets d^ adgles ifim' triiangte quelconque ABC, 
^IG! — . J^' 77- Dans c€ cas, le triangle ABC. est inscrit an cercle^ 
et le cercle -«st circonscrit au triangie. . 

Cette. :pnnpriété du triangle ipet en éyidence celles 
qui ont >été -démontrée» idansi les n" 36, 37 et 5i. 
1 <*• Oa vcdt que la somqie dee' trois an^es du triangle 
es^ égale à deux droits ; car chacun d'eux a pour «Me- 
sure la . jiioitié^de Tare cotnpris «ntre ses côtés, et la 
réunion de ces trois moitàéa composant la demi-cir-« 
conférencis , est la mesure de deuxan^s droits (1 lo). 

2°. L'égalité de deux angles yAetB, entraîne celle de* 
arcs opposés > -CB et ACj respectivement doubles de 
ceux qui mesurent ces angles (112); les cordes deç ^^u:^ 
CB et AC, qui ne sont autre chose que les cotés oppo- 
sés aux angles AetB , seront donc égales (99). "La réci- 
proque de cette proposition se prouverait aussi facile- 
ment. . : 

3°. EnJSnle plus grand arc, lorsqu'il est moindre qu'une 
demi-circonférence, étant touj ours., soutendu p^. la plus 
grande corde, 3. s'ensuit évidemment qu'au, plu^ grand 
des angles du triangle est opposéle plus grand de ses cotés. 

i36. Problème, Inscrire un cercle dans un triangle 

» donué ÂBC^fig. 78, c'est-à-dire , décrire dans l'inté- 

* ' * rieur 4è ce^triangle un cercle qiu ne fasse qu'eu toucha: 

les troi^ côtés. 

^ Solution On &.\^^^^^ ^"^ ^^"^ ^^""^ ^^^^- ^®™ 
ni^Ù^ '■ ; ^l/>s de ce .triangle (111), A et -5 , 

^"«IÇonquss à^s ai^^'^^^^e^ocatee O, des droites ^ô 
t Àn^''^^^ ^ ^^ (Jivw"»" > ••" *« °«"^e du cercle 
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Eh effet, si l'on abaisse dupointO, une perpendiculaire 
sur chacun des côtés AB^ j4C, BC^ les triangles AEO, . 
u^DO, seront égaux (34) > ^°sî ^^ ï^s triangles DOB . 
et BOFy parce que les deux premiers étant rectangle*, 
l'un en D, l'autre en E, auront de' plus les angles EAOy 
Dj^O, égaux comme. moitiés du même «mgle DAE^ et 
la côté AO cotnmub; qu'il en sera de même des deux 
.derniers , qui sont rectangles , l'un en D , Tau^^ en i^, 
xlans lesquels les angles DBO^ ^^Oy sontigatix comme 
moitiés d'un même angle DBC, eth côté BO est com-^ 
mun : les deux perpendiculaires EÔ et FO soiit donc 
égales à DQ, et par . conséquent le cercle décrit dji 
point O comme centre , avec un rayon égal à DOy,ue 
ferajque toucher chacun des côtés du triangle ABC 

Comme on n'a fait usage que des an^^s ^ et ^, Il 
faut encore prouver qu'en combinant avec l'un de ceux- 
ci, l'ange €*, on trouverait toujours le Bijêitie point O. 
Pour cela, on joint le point O et le troisième angle C, 
par la droite OC-, l'égalité des triangles CEO y CFO y 
rectangles, l'un en E, l'autre en F, ayant les côtés EO 
et FO égaux entre eux, et le côté CO commun (34)^ 
prouve que ]a droite CO divise aussi l'angle C en deux. 
parties égales. 

iSy. I^marque, Puisque par trois points Ton ne peut 
faire passer qu'une circonférence de cercle , il ^st évi- 
dent qwe si l'on prenait au hasard , un quatrième point />, 
Jîg. 77, ce point pourrait toinber hors du cercle ABC; ^iq ^_ 
et alors il serait. impossible d'inscrire dans un cercle le 
quadrjfatère ACDB ; à plus forte raison doit-il y avoir 
des exceptions "povr les polygobes dodyt le ooni^« 4€^ 
côtés surpasse 4 (*)• 

{*) II est visible par ia seule inspection de la figura, ^[ue <to«s les 
(piadrilatèrcs , tels que ^C£B y dans lesquels la somme des aiigles 
oppose's, E et A ,'cst égale h deux droits (iia),petivènt être inscrite 
au cercle j tandis que dans ACDB , cette somme surpasse denx 
4t:oitspour]eftan|iLcsCetS, etse trouTC moindre pour ^ et/) (iiG). 

• F 3 
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1 38. TTiéorème. Tout polygone d'un nombre quelcon- 
que décotes, lorsqu'il est régulier, c'est-à-dire lors- 
qu'il a tous ses angles égaux et tous ses côtés égaux, 
peut être inscrit et circonscrit au cercle. 

FIG. 79. , Démonstration. Soit le polygone ABCDEFyJtg, 79, 
dont on suppose' que les angles ABC, BCD, CDE , etc. 
soient tous égaux entre eux, et qu'il en soit de même de 
tous ses côtés i^^, BCfCD, etc. 1®. Le cercle qui pas- 
sera par les sommets A, B\ C, de trois quelconques 
des angles de ce polygone , passera par tons les autres; 
car si l'on mène du centre O du cercle ABC, les drcàtes 
AO , BO , CO y DO, etc. les trois premières seront, 
par construction, rayons de ce cercle , et par conséquent 
égales; les triangles isocèles AOB et BOC, seront aussi 
égaux , comme ayant leurs côtés égaux cliacun à chacun, 
puisque, par hypothèse, BC:=iAB', les angles ABO 
et CBO étant égaux, chacun d'eux sera la moitié de 
V angle ABC du polygone : l'angle BCO , qui leur est 
égal, sera donc aussi la moitié de l'angle BCD égal à 
ABC, par hypothèse -, OCD sera l'autre moitié , et sera 
par conséquent égal à BCO, Cela posé, CD étant, par 
l'hypothèse, égal k^CB , les triangles BCO, et OCD 
auront , chacun à chacun , un angle égal compris entrp 
deux côtés égaux , seront égaux (16) , et donneront 
ODz=zOC ; ain^ le point D sera sur Ja circonférence 
du cercle BAC. On démontrerait de la même manière 
que le point £ et tous ceux qiji le suiyent, &y trouvent 
aussi. 

a«. Si l'on abaisse du point O , centre du cerole cir^ 
conscrit > et aussi du polygone inscrit ABCDEF , une 
perpendiculaire OG sur l'un quelconque AB des côtés 
de ce polygone , le cercle G H décrit du point* O comme 
centre avec ie rayon GO , et touchant , en vertu de sa 
construction, le ôôté AB au point G , touchera au^sî 
chacun des autres dans leur milieu; car si du poinf: O 
çn abaisse sur le côté BC, consécutif à AB , la per- 
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^»>iidiculaire OH, les triangles OBG et OBH rectan- 
gles , run en G, Tautre en H y ayant de plus l'angle 
GBO égal à OBH; et l'hypoténuse OB commune , 
seront égaux (S/Q ; et donneront par conséquent 
00=:OJS : le ceréle GJÏ touchera donc BCenH, point 
qui est le milieu de B,C, puisque les obliques OB et OC 
sont égales. Le n]iêm& raisonnement fera voir que ce 
cercle touche pareillement chacun dea autres côtés, > 
, iSg. Les angles ^O^i?, BOC , COD, etc. formés 
par les rayons, menés du centre O du polygone, à chacun 
de ses angles, se no^oiment angles au centre , pour les 
distinguer des angles à la circonférence , ABC, BÇD , 
ÇPE y etc. Tous lès angles au centre d'un même poly- 
gone régulier, sont égaux, et leur somme étant équi- 
valente à quatre droits (i3), chacun d'eux est égal à 
cette somme, divisée par le nombre des angles ou des 
côtés du pplygone piroposé. 

140. Théorème, Les polygones réguliers d'un même 
nombre de côtés sont semblables , et leurs contours sont 
e"ntre eux conmie les rayons des cercles auxquels ils sont 
inscrits ou circonscrits. 

- démonstration: 1®. Ces polygones ont leilrs apgles 
égaux chacun à chacun*, les côtés du premier étant 
égaux entre eux et ceux du second étant aussi 
égaux entre eux, les uns et les autres sont tous dans le 
même rapport, et par conséquent proportionnels entre 
eux : ils sqnt donc semblables. 

fl^ Les' angles A'ÙB et aoi, étant égaux, et les 
triangles AO B et aob étant d'ailleurs isocèles, seront 
semblables (66); ils donneront 

AB : ab:: AO : ao : 

et lés contours' des polygones ABCDEF, abtd ef^ 
étant entre eux comme leurs côtés homologues AB et 
ab (93), seront donc, d'après cette proportion, dans 
le rapport jdes rayons AO et ao , des cercles dans les- 
quels ces polygones sont inscrits. 

F 4 
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Là similitude dés triangles j4GO et a go y reetangteç 
lun en G et Tautrë en g, est étidénfe à cause de Tégalité 
des angles BAO et iaoj et donne * 

u40 : ai) :: OG : bg, 
d'où l'on conclut 

jé!B : ab :: OG : Qg\ 

il en résulte par conséquent que lés contoui-s dè« 
deux polygones proposés , étant proportionnels à leurs 
côtés homologues AB et a&^ le seront aussi aux rayons 
OG et og", des cercles auxquels ilà sont circonscrits. 

i4i. Prohlème. Un polygone d'un nombre quelcon- 
que de côtés étant inscrit au cercle , îiiscrire dans le 
méniè cercle un second polygone d'uîi nofnbre de côtés 
double de celui ides côtés dii premier, et trouver la va-^ 
leut de l'un des côtés du second. 

riG. 80. Solution. Soit AB yfig, 80; l'un dés côtés du premier 
polygone , et AOB l'angle au centre de ce polygone ; 
on divisera cet an^e , ou l'arc AB^B qui le mesure, ea 
deux parties égales (1 1 1), au point B\ et les droites AB^ 
et B'B , égales entre elles , seront évidemment deux 
côtés contigus du nouveau polygone. 

Pour trouver la valeur dç AB' ^ il faut prolonger le 
rayon B' O jusqu'en D \ on aura alors ( 1 3 1 ) 

lÎB^tzi Wbx»lË=Ae X B'E', 

mais comme B'E r=: B[0 -^ ÈÔy. que dans le triangle 
u'ijEO, rectangle eujfej^le côté 

EO= \/ AO—ÂE* 
«t que JE= i JB, B'0=AÔ, AC=^ÀO, on en conclura 

&E=À 0-r- \/ lô—tÙB) • , 



4b'=2J0 {Ad—'\/ jiâ—QAB) \^ 
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I 

Si l'on prend peur inésiiré cômillunë, ôû potnr ^ti^ Vé 
rayon AO du bêrçle >aàns lequteUbntittSÉfriM l^ pbly^ 
gomeé propùséi ; ôft aù^ra i4Û±=i *, et il Vîfenâi4 

Si on partageait au point B", l'arc -^-5' en deuX pSr-' 
tiies égateë , on s^tàt d^ lâêtuè 



/ ' • 
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pour le côté dii polygone qui en coiitîeàt le aoùpls 
dé celui i^ui le précède, et ainsi de suite. 

142. Le plus single de3 polygones reg>dier8> , après 
le triangle éqiiilàtéràl , est le qiiàdrQatçre, dont les 
angles et les côtés sôii't égaux, fce j^pty^mè se ïioibnioc 
quarré. 



» « . . • 



La somme des quatre angles intérieurs t3^ t« poly- 
gone valant ^ d*aprè» le rf» 8a, quatre aftglesxlrditi y 
et tous étant égaux, chacun d'eux sera drwt; aittsi, te 
qu^ré i4fiCD,fig,,8i, a ,^s quatre cotH^S ^BC, FIG. 81. 
ci) , J^D, égaux , et se9;quatre angles^ûï , 3B ,, C, /> ,• 
droits.:, ^ . . 

143. Rénùirqt^': fcfc qtikM est évidéthmifit un pa- 
rallélogramme (79)^ qliî a ^s quàtirè aftgfâ l^aux,.*éi: 
ses c}ttatfe côtés égaux ; it ntr faut pâià te c'cmfoiiarô avec ^ ^ 
le p^lléloêi'âînrilfe'qûi H'â que.'âes b'ôih '^|àtai, êfÔônV 
lè!5 ah^èé sont iiiégà\ii : X:h detùiêf , âohVta "Si^ixrk fe FIG. Sa 
représente un cas , se hotàîiiè rhombe ou îosàngé, 

Quand«les côtés contigus sont inégaux , mais qde lev 
angles demeurent droits> le parallélogramme; él^lint rec- 
tangle , se nomme simplement rectangle,^ AB G D.\ 
^g. 8.3 , est uii rectangle. * . ... FIG. 8^ 

D est visibfe que tout rectangle petit s'tnsciïre dans 
MU cercle , car les diagon^es AC et BD étant égales 
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dans ce c^a > sç. couperont en un point O ^ également 
éloigné des points A y B y Cy Z> / puisqu'en général 
jiO = OCy PQ ^= OB ( 80 ) ; et par conséquent ces. 
* points se trouveront sur la circonférence du cercle 
décrit du point (> comme centre y avec un rayon égal 

i44- Problème. Construk^ un quarré sur une ligne 
HG. 81. donnée ^^,^^. 81. 

Solution, nfaut élever sur les extrémités-*^ et i9.de 
cette droite, deux perpendiculaires AD et BC, que 
Ton fera égales à AB -, joignant leurs extrémités C etD 
par une droite, oh aura le quarré demandé ABCD. 

En effet, les côtés DC et ^i9 •étant parallèle^ et 
compris entre parallèles AD et BCy seront égaux (54); 
ïes angles ADC et BAD , internes d'un même côté , 
valant ensemble deux droits (^^7) y et le second étant 
lui-même droit par construction, le premier sera droit 
aussi; on prouvera la même chose pour BCD , en le 
comparant avec ABC. 

145. Problème. Inscrire daiis un cercle les polygonet 
de 4, 8, 16 , Sa , 64, etc. côtés. 

Solution. La question se réduit à inscrire d'abord 
celui de quatre côtés, puisque les autres se formeront 
par son moyen, d'après le n"* i^\. 
FIG. 84. ^o\3X inscrire d^s le cercle ABCDyfig. 84, un quarré, 
il faut, perpendiculairement à un diamètre quelconque 
ACy en' élever un autre BD ^ ce qui déterminera sur 
la cfrconférence quatre points > Ay B , C, Dy -lesquelst 
étant Joints par des droites, formeront le quarré de- 
mandé; V .i . '. 

' En effet, les làh^es ABC y BCD y etc. sont tous droits 
(114), et les côtés AB,BCy CD, AD, sont égaux, 
comme étant les hypoténuses des triangles rectangles 
AOBy BOCy DOC, AODy visiblement égaux entre 
eux (16), . 
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hù triangle rectangle AOB donnant 

ptiisque -r^O=i5 G, on en conclura 

JB=zAO\/^ . 

et en prenant le rayon JIO pour unité , il Tiendra seur 
lement 

Silon substitue cette valeur dans celle de AB^^ n" i4i > 

puis cette dernière dans celle de AB", et ainsi de suite^ on 

•aura successivement la longueur des côtés des polygones 

de 8, iS, etc. côtés, rapportée à celle du rayon du 

cercle. 

146. Problème, Inscrire dans un cercle les polygones 
de 3 , 6 , la, a4 > 4^» ^tc. côtés. 

Solution, Le côté de l'hexagone régulier s'offre le 
premier; il est égal au rayon du cercle inscrit. En 
effet, dans ce polygone, l'angle au centre AOB ,fig. 85, FIG- 53»; 
étant la sixième partie de quatre droits, est égal à | ou 
J d'un- seul; retranchant cette quantité de deux droits, 
il reste a — f ou les |- d'un droit pour les deux, autres 
angles BAO ^ ABO , égaux d'ailleurs entre eux , ce qui 
fait encore f d'angle droit pour chacun : le triangle 
ABO ayant ses trois angles égaux , sera nécessairement 
jéquilatéral (Sy), et donnera par conséquent AB-=.AO. 
, On inscrira donc un hexagone dans un cercle, en 



(^) Le procédé pour obtenir AB. étant rigonrenx , il s'ensuit que 
Ja géométrie donne exactement la grandeur de J'inconuuensurable 
\/iLt que Ton ne peut obtenir que par approximation', avec le se- 
cours des nombres \ mais il est important d'observer que cette exac- 
litude n'est qu'intellectuelle; car si l'on voulait comparer AB avec 
AO t pour en trouver le rapport, suivant le procédé du n° 5, on 
n'arriverait qu'à un résultat approché, et qui ^ serait beaucoup 
jipuoiQS que ceux que l'on peut dédairo du calcul. 
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portant le rayon du cercle six fois sur sa circonférence, 
et en joignant par des droites, les points de division con- 
sécutifs. En prenant AO t±: i , on aura AB = i , et 
on s'élèvera, par Ijb moyen de cette valeur et des for- 
mules du n° i4i , aux valeurs des côtés des polygones 
inscrits, de la, 04, 48, etc. côtés. 

Pour parvenir à la valeur du côté du triangle équila- 
teral inscrit ^CE, il suffit d'observer que ce triangb 
se forme en joignant par des droites les angles de 
l'hexagone, pris de deux en deux, et que le triangle 
ACD, rectangle en C (n4), donne 

u/C=V 3Zd — ;ÈD =l^( 3^0) .--]ib = -/^i)!/'^; 
et en fais^t AOzin 1 , il viendra AC=. \/E, 

147: Problème. Inscrire dans un cercle les polygones" 
de 5 , 10, 30 , 40 , etc. côtés. 

Solution, On trouve premièrement le côté du polj'- 
gone qui en a dix, ou du déeagonte, en prenant le plus 
grand des deux segmens du rayon pattagé en moyenne 
et extrême raison (iSa). 

En effet, dans ce polygone , l'angle, au centre ^Oiff, 
riG. 86.4/^,?- 8G, est la dixième partie dfe quatre droits, ou les j 
d'un seul- il reste pour les angles ABO et BAO , 
3 — I d'angle droit, ou | , ce qui donne j pour chacun: 
l'angle BAO est donc double de l'angle AOB. Si l'on 
mène AGy qui fasse avec ^j5 , l'angle BAG égal à AOB y 
les deux triangles ABG et ABO ayant encore un angle 
commun B , seront semblables (65), et donneront 

BG:AB::AG:AO; 

or, le triâiiglô ABO étant isocèle , le triangle ABC 
le sera pareillement ; on aura donc 

AG = AB. 

De plus , l'angle BAG étant égal à AOB, ou aux 1 d'un 
droit, sera la mçyitié de» BAO , qui en vaut^i Vantr» 
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moitié GAO sera par conséquent égale à AOB\ ce qui 
donnera ( 67 ) 

GO=AG=AB\ 

et la proportion précédente devenarit dors ' 

BGiGO:: GOiBOj * ' 

montre que le rayon B O est en effet partagé, aup'bint G , .. 

«n moyenne et extrême raison , et 'qtfe 'JtB est ég^ au 

plus grand des deux segmens. , . . .. 

Si Ton joint par des droites les ajigtés diï dédagoné . 

pris de deux en deux , on aura le pentagone. J'e i;ie 
m arrêterai pas à calculer le côté dtf d^ajgone , parce 
que cçtte recherche (Bst plus curieuaegù*utïe. 

1/^8. Remarque'. On a dû s'àppe^rcevôif facileinenf 
que Tinscriptiop. des polygo^ies dâijs îe cercle , revenait 
à la division de la circonférence en un certain n6mb;rè 
de ;^arties égales . Lés procédés î^ditfués Jioùr inscrire 
les polygones de 4> d> 16, Sa , été.' côtés^^'i^eux de 3 , 

6, 12, â4> ®tc* cp^xde 5., jo^ çip^49^^^^-^^™^^^^^ 
à diviser la circonférence d\ih cerclé , suivant les 

nombres de ces $li\îfifs^. j^ogréssioifc. - - 'v ^ ^^ 

Il est à propos de remarquer que l'ç^^eut^ap^si-Jîi 
diviser suivant la progression i5, 36 ^ 60, etc., parcs 
que le polygone de'' aix * côtés Sonnteft^^ro^ «ixième 
partie de la circonférence, et celui à^.,^^.^ .^q^fla^t 
la dixième partie , la^di^Fére^ce des ^rcs soutendus par 
les côtes de ces poïygones , sera égale à ^ — -p^ de la cir- 
conférence , ^ce qui reideatÀ ^ de la" 6îtcoiaiéfCéùc€, &l ^ 
portant donc 4e ^-«en Jf j|e .rayon .^vkJÙepcle -, i'ar<; BH 
jiçjçaçie^e iS' pi|r|té«,.iat''.aâ oor^e 'sepa'k^ioôté'du po- 
lygone de i5 cAtés » .Sûx Al .pentédécagone . Au moyen 
de ,1a division, <;ontiï\^ell9.. des ^i:qç; ^n .deij«c p^rtiç* 
,&ales, ou de leur èWjSfôrfion, on obtiendra les poly- 
.goneôde 3o, 60-, ^tc; côtés (*). 



'.f-irl 



v ' .:"^ -j^MJ^*'! 



(*)..C«5 diyUîçwi il« ia.jcinronférence du caaokeryoc sont plu» les 
iculcs ^iie l'on puisse effectuer gëométiiquemcntf IVt. F. Gaïuit 
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149. Problème, Un polygone régulier d'un noiûbre 
quelconque de côtés étant inscrit dans un cercle , cir- 
conscrire à ce cercle un polygone régulier du 
même nombre de • côtés ; et réciproquement , le po- 
lygone circonscrit étant donné , construire le polygone 
inscrit. 

• 

nG.87. Solution. Soit^abcde ,Jig. 87 , le polygone proposé > 
on tirera les rayons Oa, Oi, Oc, etc. à Textrémité 
desquels ,011 ..élèvera les perpendiculaires JIE , BA , 
CB y etc. Tensemble de ces perpendiculaires qui tou- 
cheront la circonférence du cercle abc de, sera le po- 
lygone demandé. 

En effet, les triangles aAb, bBc, cCd, etc. sont 
tous égaux et isocèles , parce que les côtés ab, bc, cdy etc. 
sont egaUx, et que les anglçs ^ab , Aba^ Bbc , Bcb , 
Ccd y Cdc y etc. fonués sur ces côtés > comprenant 
des arcs égaux, a& , bcy cdy etc. sont aussi égaux (1 14) : 
on^uradonc 

i'*\aAb:r^bBc-=,cCdy etc. 

fl». a^ = ^6 = 4iî = ^c = cC= Crf, 

.•■■■■■)• 

d'où l'on conclura 

• • . • - •• ■ , ■ • 

ABx:i:Vu4è,BCz=iaBe^CD=r:^dy etc. 

©tpàir conséiprfent' 

^AB=BC= CD y etc. ; 

i . ■ - • • • ■ 

he :polyf^ec'ABCDE ayant donc ses angles égau;K 
ainsi que ses côtés > > sera tel ^u^'on iei demande; 

On déduira le polygone inscârit.dn ^lygône circoh»- 

. — — : : ' > i . ' f . , : 

f I ■ 

dans un ouTràgé intitulé Disquisitioties arithmeticœ , (publie en 

- i8oi à Leipsig, et tradurit en franoâli iJàFM.' Dcïisie), prouve qde 

l'on peut opcrer de niémc la divisioi| en»»** + i parties, lorsque ce 

nombre est premier (voyez aussi le Complément des Elem. d'Al^ 

gèbre). De Ih ïésutie d^abord la division en 17 parties, dont il y a 

' aussi une démonstration par ticulièr*,' mais qui n'est pai de nature 

. à tronvet place.ici. 
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crit> en 'jpignant les points û , i, ^c, d , etc. qui sont les 
âaitieux des côtés de ce dernier y et dans lesquels il 
tiGfiichela circonféraicé. . \ . J v .> .. 

' î^our s'en convaincre ;-tt strffit^d'-^sèrTer que lei 
triangles aJlb, bBc, cCd, etc. sont maintenaitt 
égaux comme ayantnut angle égal^ compris entre deux 
côtés égaux cb^ctia à:.dhat:un'3 pui^ue les angles :^, 
B, C, etc. sont ceux d'un polygone régj^Jjier.^ 'et qtte 
aAjAb^ bB y etc. sont les moitiés des côtés AE , • 
AB , BCy eto. égaux entre eux.'Il fé^he^é 1» que les 
côtés ab y bcjcd y' etc. st^ùt égaux , que les arcs qu'ils 
soujtex^ntlesont'auâsi^ietque par odnséguenties anglas 
abc y bcdy «te^-dont le, sommet -est à la pircppférence -, 
et qui comprennent entre leurs'côt^sW même nombre 
de «e9 arcs, sont^égaux: entre eux (.li 4)- 'Lé polygone 
fikv^e\9iysmt ses angles et ses côtéèuéganK/^est done 
le polygone inscrit demandé. . . : ^ . . ■ • -. ■ ^ " • 

. . Ott'pourrait ausdfotwei^lépolj^né^hlsciît ç^ftVrT^^^^ 
ifaà tte* i£ffère dh'>aJMède-<fa.e pcËr ^â |)d6it!(yn',' en ^tirant ' 
klsdnMtes^O, BOy€Oy etc.des angleà^âu^polygone 
^co'nserit ABCDA au' centre dû eéfëlë' inscrit , et 
joignant Icd pointiMi^^yc';* etc. où céè^ lignes lencfèntrent 
laîcirconférence'de'%1^ même cefclev fen ^eSèiy pnisque 

■'- -/^'-''^ M)c^p::BO:ka, ;:\ ' 

et par conséquent la droite afV sçra parallèle kAB 
( 6o ) ; lee triangles; . 1^(XP, y a'-ÔÎ' , ..seront sembla- 
îles ; îl en sera de iftj|n^„de.^,O.C^t db-.^' Ç^> et ainsi 



.: t 




dessus y qu'ils coniprennent des angles égaux. 

i5d. Coroludfè,' On peut trouver,- d*ap?fès ce qui 
précède , la valeur du côté AB du polygone circonsèrit , 
en considérant les triangles OGa et OAu qui sont sem- 



r I 



.H .., 
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blables^ comme ayant chacun un angle droit, Tuneh rt> 
l'autre en jG, et un angle commun- ert O; et Ainè 
lesquels aG et ^a sont les moitiés des eôtés d6 et AE 
jdes polygones inscrit ^t cirqoiifi.curit correspoadans. On 

' OG : Ofl :; ûG: : aA • • --'î » 

-d'où flcrésiik^ • ' . ■•'''-'!• '^ • • — / ■ . 

ifia^obseciraot gueie tiiapgi^ rectaôgle' OGa-y ^éotàiéf' ' 

iÇi. fiemc^que.': Hr.est'.laipdrt^Ltvt d'observer ^'i 
mefiurfiqHBn^uiti^tie les: eôtés du polygonyi^sCtit^ 
son contour augmente ; taiifltii::que celui du {^'lygQnè 
cirçoj^epîi^i^îjpj^^ Epiôffet, 

. rïG. 88. '4 |Ç« dij4se ^ jâi3tp| V^m fi^Jf^\^f^M^ )et jqÊèW iiee 
J^ cçr^es^jç^a' ,U(f^k, .op w^a ^^HXjrtSLtés.cooaé^wtifcdB 
polygone inscjiJ, 4'un fflôwJîTO: d^ .oôté» dorfîie jie 
f^^^v^i 4e* •côt;és |d»:i>(^y^9^ 4^ï\ifil:..«iç«xti^ ai: 
THiç^ en^^ .^^'pic^§ttdiicul«ireiïifioA i :ofO>, îm 
droites aA', A cd y 0:ff^:ff'ffyi6eXû^t.d»^ déoairDôtés 
du polygone circ.qnj^crif , qorre^yonda^ à celui dont a d 
fait partie X i49 )• Mâiotenaptïl est. visible, que les por- 
tions a Ah y ' aJUB'h y a b y a à' i'\ ierônt çontermes dai(» 




par conséquent des parties setoblabl^s' d,e chaque po- 
lygone ; et ptai'âqtie' ' . 

Je contour du nouveau polygone ^^critjsi^rpasçer^ cpluî 
du second. Il n'est pas i^qihs .évident que 

d où 
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d*où il suit 

ajeSfb<:^Aa + bA, 

•t que par. conséquent le contour du second polygone 
circonscrit est moindre que celui du premier. 

• Cela posé, puisque le polygone inscrit, toujours 
moindre que le polygone circonscrit correspondant, 
augmente de contour, quand on multiplie ses côtés, 
tandis que celui-ci diibinue, il en résulte que la 
différence entre les deux polygones décroit aussi dans 
la même circonstance. On peut même , quelque 
petite que soit là quantité donnée (T, trouver dieux po- 
lygones, l'un inscrit, l'autre circonscrit, tels que la 
différence de leurs contours soit 'moindre que cette 
grandeur. Pour s'en convaincte, il faut se rappeler que 
les contours de deux polygones réguliers d'un même 
nombre de côtés, sont entre eux comnie les rayons des ' 
cercles auxquels ils sont circonscrits (i4o); car si l'on 
désigne par P le contour du polygone ABCDE^Jig. 87, FIG. 87- 
et par p celui du polygone abc de, on aura 

Plp :: Oàl OG. 

4'où l'on conclura 

p^p:P::Qa-^OG:Qa,etP^P^^-!^^: 

)iaîs rien ne s'oppose à ce que l'on tetude a'G plus petit 
que telle grandeur donnée qu'on iaoudra ; car , ayant 

Sorte sur le rayon Qa' que; partie a[G de la petitesse 
emandéej Jît tiré la corde ab^ si l'arc aa'b n'est paa 
âllquôtç. d^ 1^ oirconférenc.ç, il n'y aura qu'à prendre 
une partie aUquote moin^e que cet arc, et la ligne 
analogue k i/G sera encore plus petite. 

On peut, donc, en multipliant autant qu'il sera né- 
cessaire, leç côtés du polygone inscrit, rendre la quan- 
^^^ p — p aussi petite qu'on voudra. 

Géométrie. 7* édition, . G 
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iSq. Corollaire. Puisque , d après ce qui précède , les 
contours des polygones circonscrits diminuent sans cesse 
à mesure qu'ils approchent de la circonférence du cer- 
cle , tandis que ceux des polygones inscrits augmentent 
toujours dans la même circonstance , il est visible que 
la circonférence du cercle est moindre que le cokitour 
du polygone circonscrit , et plus grande que celui d« 
polygone inscrit. Cette circonférence différera donc 
moins de l'un quelconque de ces contours , qu'ils ne 
diffèrent entre eux; et Tool pourra par conséquent 
trouver un polygone > soit inscrit , soit circonscrit , td » 
que la différence entre son contour et la circonféreuot 
du cercle , soit moindre qu'une grandeur donnée, quel- 
que petite qu'elle soit. 

C'est sur cette propriété que repose le procédé 
qu* Archimède employa pour parvenir à déterminer d'une 
manière approchée , le rapport de la circonférence au 
diamètre y et j'en ferai un usage semblable , lorsquf 
j'aurai montré que ce rapport est le même dans tous 
les cercles; pour cela j'établirai un théoreibe qui 
pourra s'appliquer à toutes les propositions du genre 
de celle que j'ai à démontrer. 

1 53. Théorème. Si deux grandeurs invariables jietB 
font telles qu'on puisse proUv^V que leur différenct 
A — -ff est moindre qu'une troisième grandeur i^, quel- 
que petite que' puisse être cette dernière , ceâ deux 
grandeurs sont égales entre elles. 

Démonstration. En effet , si elles étaient inégales o« 
aurait néçess«drement jé — Bz=zD, D marquant leur 
différence; il ne serait donc pas possible de prendre)* . 
au-dessous de D, et par conséquent aussi petite qu^on 
voudrait. . 

Observation. l\ faut bien faire attention dans la pro- 
position ci-dessus au mot invariable ; car oh peut biear • 
trouver par exemple une expression de ^/a qui diffère 



de la vraie , d'une quantité moindre que telle autre 
^'on voudra^ sans cependant arriver jamais à la va- 
leur exacte de |/fi ; mais les résultats changent à chaque 
nouvelle approximation 9 tandis que les grandeurs A 
et B ne sont susceptibles l'une et l'autre, que d'une 
•eule détermination. 

154. Théorème. Les circonférences des cercles sont 
entre elles comme leurs rayons ou leurs diamètres^ 

Démonstration. Puisque^ quel que soit le nombre de 
leurs côtés ^ pourvu qu'il soit le même dans l'tin et 
dans l'autre ;| deux polygones sont entre eux comme les 
rayons des cercles dans lesquels ils sont inscrits , si on 
désigne par p et p' les contours de ces polygones ^ et 
par R et Bf les rayons des cercles correspondans', on 

«ura^= '^; de plus on peut concevoir que le nombre 

des côtés des polygones sôit tel que les différences entre 
eurs contours 9 et la circonférence du cercle dans lé- 
quel chacun d'eux est inscrit^ soient au-dessous de telle 

C 

grandeur qu'on voudra. Si donc -^ est le rapport des oir 

conférences^ la différence entre les rapports --- et ^ 

o p * 

s'il en existe une^ pourra être réduite à tel degré de 
petitesse qu'on voudra. Cette différence étant aussi 

celle des rapports invariables -^ «^-^^ puisque ^=î:~, il 

s ensuit que l'on peut prouver que la différence entre 

les quantités invariables 7T ^^ "d" j estau-dessous de toute 

grandeur donnée : on aura donc, par la proposition pré- 
cédente. 



~s=~,ottC:C:;ji:ir, 



69. 
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ce qui donne aussi 

c:C:: aR:2Bf on:: D : D', 

en appelant D et IX les diamètres des cercles propo- 
•és(^). 



(*) Cette proposition pent se prouver de plosieors manières immé- 
dittement, par des raisonnemens analogues h ceux du n° 58 ^ en ob- 
serrant que, quelque peu difierens que soient l'un de l'autre deux 
oercles, on peut toujours concevoir un polygone régulier phis grand 
que Tun et plus petit que Tautre* Ceue proposition , qui resuite e'ri- 
^ demment de celle du n^ i59, a été préseiitëe par Euclide ( liv, XII ^ 
proposit, iS) sons une forme tiès-elëgante. Cet auteur suppose qu'on 
ne. 89. ait cUcrîl |es deux eercles sur lin centre commun (y , fig, 89. Il est 
^iûible aloKB que si 00 mène la tangente imV au cercle intérieur , ot 
qu'on prenne sur le cercle ext^.rifur nue partie aliquote moindre que 
rare MQiy^ le polygone TJfÉFGW^ construit sur cène partie» 
n'atteindra point la cirçonfiérence du petit, cercle. 
' Void comme Maurolycus, auteur d'un Commedt|i^e trè^-estîitfit 
tnr Axchimède, imprimé à Panonne en Sicile, sous la date de i685| 
t'eti servi de cette remarque pour démontrer ]a proposition ci-dessus 
{pa§* 5 et suîu. ), : 

Si l'on nVait ^mC:C :: DO : «TC, mais Ci C 11 DO i DfQF^ 
IXCy étant > dO\ on décrirait sur UCÏ un cercle concentrique 
an cercle C, etPon inscrirait dansleprcmierun ^jpmAWE' f G^B^^ 
qui n'atteignit pas le second : comparant ce polygone à son corres- 
pondant DEFGU dans Ife cercle C» et désignant 1«9 contours rcf- 
peeûfs de ces polygones par p' etp, on aurait 

DOiUÙîipip^ 
â*oii il suivrait 

Ç:Ci:pip% 

ifitoportion absurde, puisque C^p, C K^p'* 

. On ne peut ]^ supposer non plus moindre que «fO' le quatrième 
terme de la proportion dont )es trois premiers sont C, C, DO \ car 
M cda étut> en \t désignttnt^ar X\ ou aurait 

Z étant > DO \ti renvf l*ant la proportion C: C : : DO : X, U «* 
réiulterait 

c'«HHlir.çwfc ^^^ ^^^ed.l«propoTtio« C: C :: d^a.Z 
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i55. Corollaire. La proposition précédente fait voir 
que le rapport de la circonférence an diamètre e«t }t 
même da&« tons les cercles, et qu'on peut, au moyen 
de ce (apport, calculer la longueur d'une circonférence 
dont on connaît le rayon. En effet ,-8i -^ désigne ce rap- 
port, ou, ce qui re^nt au même, la circonférence du 
cercle dont le diamètre est pris pour unité, On aura 
cette proportion : 

de laquelle on titera 

C 

t=3^fl, etA = 



ST 



formules avec lesquelles on calculera la circonférence C, 
lorsque le vajon R serÀ donné, ou le rayon quand ofi 
connaîtra la circonférence. 

i56. Problème. Trouver le rapport approcll^ de la 
circoi^urence au diamètre. 

SoSUon. eft évident par le n* i$a., qu'on résoudra 
cette question , en calculant dans «me des suites de pdy^ 
fones qu'on sait inscrire ^ le contour d'mi certain nomtee 
des premiers , et le contour des polygones circonscrits 
correspondans. On aura par ce n|03ren deux aaites de 
nombres, les uns plus petits que la circonférence , les 
autres plus grands *, etl'onVarrètera lorsque làdiiPérence 
des nombres correspondans, des deux si» tes, sera deveni^e 
moindre que le degré d'appro jdmation qu'on veut obtenir 
dans la valeur de la circpnférence. Je vais appliquer à 
cette recherche les polygones de 6 , i3, â4> etc. côtés, 
inscrits et circonscrits au cercle dont le rayon = i . 

■ ■' i i ■ ■ ■ ■ ■ ■■ ■ 

serait plos grand ç[ae le raytm da second cercle , ce qai a été prottW 
absurde dans le premier £as de la démonstration. 

L'avantage ^'on peut trouTcr à ce tour de démonttratîon, qnî 
Mt, comme on le voit, tiès-ancien, c^est qn^il met, en quelle 
aorte, sous les jeux le polygone cro'il fant considtrer. 

G 3 
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Soient d*abord, a le côté dun polygone inscrit 
quelconque , A celui du polygone circonscrit corres«> 
pondant , d enfin celui du polygone inscrit corn-* . 
prenant le double de côtés du premier; on auiy (iSo) 

«(.40. ^I^^Î*'^1__ 

u'^ VaCi — V^i— ï'a*)=s Va— V^4— a». 

En commençant par l'hexagone inscrit ^ on auraa= i ; 

a 
on trouvera Azsz-^-jzz. Le contour de Thexagone inscrit 

pera par conséquent 6, celui de l'hexagone circona* 
crît-yç» et la circonférence se trouvera comprise 

entre ces deux nombres : on obtiendra des limites plut 
ressêrFees en passant aux polygones réguliers. de la 
côtés et aux suivans. ^ 

Soient donc cl ^ afy (f^ etc. les côfél des polygones 
inscrits de la, de a4, de 48, etc. côtés, A ^ A" y AT^ etc. 
les côtés des polygones circonscrits, correspondant ; le 
rayon du cercle étant 1 , sa circonférence sera a^ (i55); 
et si y pour abréger^ on pose 

on aura par les formules précédentes 



U 



'-vr=^ '=?. "{^^ 



If 
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Ontrouvera8ucce88ivementv/3=i,7îSao5o8c75G8877(*), 

ISL fjl =6,3116571) 

\'à. A =6,4307806 i 

^ if =:6,265a57a| 

fl4 ^ =6,3193199/ 

48 cT =6,3787004) 

48 A* =:6, 292 1734/ 
96 Q}^ =6,2820639) 

96 A^^ =6,2854292) 
192 tf =6,2829049) 
192 A* =6,2837461/ 
384 a^» =6,283 11 521 
384 A' =6,2833a6o/ 
768 û^" =6,28316781 
768 ^^" =6,28333o3/ 
i536 a'"« =6,3831809) 
i536 ^''"=6,383i94if 
3073 a'« =6,383 1843) 
3073 ^'« =6,38318761 
6144 a« =6,383i85ol 
6144 A =6,383i858/ 
13388 a« =6,3831 852) 
=o>9999999673i8 13388 A^ =6,a83i854/ 

On voit par ce tableau comment les contours des po- 
fygones inscrits et circonscrits, correspondans, se rappro- 
chent de plus en plus ; ceux des polygones de 1 3388 côtés 
ne diffèrent que de deux unités décimales du septième 
ordre. Les sept premiers chiffres ^ communs à Fun et a 
l'autre , appartiendront nécessairement à la circonfé- 
rence du cercle , dont la longueur sera par conséquent 
6^383 1 85 , à moins d'un millionième près. 

Si Ton prend pour la circonférence du cercle ^ le 



d =0,517638090306 

y =10,965985836389 

if =o,a6io5338444o 

^ =0,991444861374 

«T =0,1 30806358460 

/• =0,99785893323/^ 

««^ =0,065438165643 

^"^ =0,999464587476 

^ =o,o33733/;63353 

^^ =0,99986^0 1 37909 

a^' =o,oi6i!>623793o8 

^^ ==o>9Py99665359i7 

c^" =0,008181 3o8o53 

r"" =0,99999^633444 
a^"' ='r:o,oo4o9o6 13583 

a" 






»9999979o8359 
,002045307361 
=0*999999477089 
,001022653814 
>999999869273 
y00o5i 1336924 



^) f^oYezJlUmQïn% de TAcadAuic desScienoet , 1747 » p>g* 44^ 

G4 
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milieu entre le cc^?tour du polygone inscrit et celui du po- 
lyeone circonscrit ^^ iaâ88 côtés, on aura Gj383i853, 
^eur' qtd est eJcactt^ jusqu'au dernier chiffre inclusive- 
ment ; le rapport du Jiamètre à la circonférence sera 
donc a: 6,a83iS53, ou i : 3, 1415926, en divisant %^% 
deux termes par a. Ainsi 5,' i4i592G est une valeur ap- 
prochée du rapport désigné pc""" '^> dans len* i55 ; et en 
faisant C=i, on trouvera a/t'— o, 3i83o99, nombre 
qui représente le diamètre,lorsque »^ circonférence est 1 . 

Archîmèdé s'arrêta au polygone ii.'iscrit et circonscrit 
de 9G côtés, et trouva que la circont'^ence du cercle 
était < 3 ^* et > 3 i^; ce qui donne' le rapport si 
connu de 1 : 3 7 ou 7 : aa. Depuis on a pc'*ussé 1 exacti- 
tude beaucoup plus loin -, mais parmi les divt^rs rapports 
connus, celui de 1 13 à 355 , mérite une attent."*on parti- 
culière par sa simplicité et son exactitude , puist^T^i étant 
évalué en décimales, il donne 3,1415939, résulta * vrai 
jusqu'au sixième chiffre décimal. Adrien Métius , ^^ 
rapportant dans sa Geometrioà practica le rapport c ^■" 
dessus , l'attribue à son père Pierre Métius , coranu ^ 
rayant publié dans une Réfutation de là quadratiire du 
cercle , de Simon Duchesne (*) . 

157. Remarques. La formation du tableau précédent-, 
n'est pas le moyen le plus expéditif pour parvenir à la 
valeur dii côté du dernier polygone inscrit qu'il ren- 
ferme ; on réduit à la moitié le nombre des extractions- 
de racines en calculant, au lieu des côtés des polygones 
80. intermédiaires, les cordes BC, B'C^fig. 80, des arcs'" 



(^) Les recheccbei de^savans anglais dans Plnde, nous ont fait 
connaître un rapport de la circonférence au diamètre plos npprO' 
cbé que celui d'Aifchimède , et qn'iJs regardent comme plus an» 
cîen: c^e8t celui: de 3^37 à ia5o, eotilsigné dans un ouvrage dvs 
Bramines, intitule Ayeen Akhery ^ Il revient à 3,i4i6: il est exact 
jusqu'aux dix-'iniiliènn»; er dépend pat conséquent dti polygone 
de 768 c6t^ 
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qu^il ÙLUt aîotttwr w^c arci ^^ «t ^fl', pqvr r om plét y 
k d«nûii-circopférex|ce. En effets 

puisque les triangles ABC y AffC^ formés sur le dia- 
mètre AC et ayant un dô' leurs angle* A b Circonfé- 
rence, sont nécessairement rectangles (Ji^)- Si Ton 
prend le rayon AO pourVunité, que l'on désigne AB 
et AB\ par a et a', BC et j^C par & et i', â cause dé" 
AC=^Qy on trouvera 

et comme on a , par le n^ précéd.,c/=K fl— v 4 — ^> 
il viendra 

a'== V^a — i ou a'* =; a — i ; 
mettant cette valeur dans celle de b\ il en résultera 

on passera donc de i à i' en prenant la racine quarrée 
de la première quantité augmentée de a. Il est évi- 
dent qu'on aura de même 6" = j/a + b\ b" représen- 
* tant la corde B"Cde l'arc correspondant à AB*', moitié 
de AB\ et ainsi de suite. 

£n partant de a = i , on trouvera 

b = U^= 1 ,73ao5o8o75, 
y = |/a + i,73ao5o8o75= i,93i85i65a5 
b*' = k^a + i,93i85iG5a5= 1,9838897237 
b" = k^ a +. 1,9838897337= 1,9957178465 
*"' = 1^ 3 + 1,9957178465 = 1,9989391749 
i^ = ^^ 3 + 1,9989391749 = 1,9997332758 
è'» =1 /2 + 1 ,9997522708 = 1 ,9999530678 
i^"= ^^ 2 + 1,9999330678= >/3,999933o678; 



V 
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c!t comme b rlpond au polygone de 6 càtiê , C répondra 
i celui de 12, b" i celui de 34, &* à celui de 48 > &^^ i 
celui de 96 , b^k celui de 19a , 6^' à celui de 384 > «t 6^'* à 
celui de 768. En nonmiant a^" le côté de ce dernier , 
on aura 

a^"= t /4-6^'"ir= t/ 4— 5,9999330678 
== v/o^oooo6693dâ= o,bo8i8iâi ; 

€t multipliant ce nombre par 768 , on obtiendra le 
contour du polygone inscrilple 768 côtés , comme dans 
le tableau du n® précédent : on calculera enauite le po- 
lygone circonscrit cortespondAt. 
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PREMIÈRE PARTIE. 

SECTION II. 
De Paire des polygones^ de celle du cercle, 

i58. Iar la surface d'une figure quelconque, on 
entend la portion d'étendue renfermée ^ritre les lignes 
qui terminent cette figure. On appelle aus?i cette éten- 
due l'aire de la figure. 

' Il serait convenable d'affecter spécialement le mot 
aire à l'étendue superficielle , lorsqu'on l'envisagfc* par 
rapport à sa grandeur : car le mot surface s'emploie 1© 
plus souvent pour désigner la forme , abstraction faittf 
de toutes limites (^) : c'est ce que je ferai dans le cours 
de cet ouvrage. 

169. Il est évident, et d'ailleurs la suite en fournira 
.beaucoup d'exemples , que deux figures de formes très- 
différentes peuvent renfermer des aires égales. J'ex- 
primerai cette circonstance en disant , ayec Legendre ^ 
que les deux figures sont équivalentes , et réserv'ant la 
dénomination di égales pour les figures semblable&^ qui 
peuvent être superposées. 

160. Dans les triangles et dans les parallélogramme» > 
on choisit arbitrairement un des côtés, auquel on donn^ 



{*) On dit en efi«t nne surface courbe , par opposition an plan 
on à la surface plane j et poar en déterminer Tétendne , il faudrait 
dire la surface d'une surface courbe^ locution vicieuse h tous e'gards, 
tandis que l'atre (Tune surface courbe est une expression à-la-fois 
daire et correcte. En Tadoptant, on consei-ve l'analogie entre les 
lignes et les surfaces, puisque ces mots s'appliquent aux formes seur 
lement; et le mot aire devient, pour le second cas, l'analogue da 
mol longueur da&f le premier. 



\ 
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le nom de base et l'on appelle hauteur U perpendi- 
«ulau-e abaissée de l'angle opposé à c^ côté dande^an- 
gle , on d un point quelcongt..'^ du côté opposé dam 
le parallélogramme. " 

no, 90. £D ^fD^.fig- P/o, sont les hauteurs des triangles 

if II iT' ®^'!?fenant lescôtés^C.^'C, pour 
Dase. 11 faut ren7.;artp,er que la perpendiculaire ffiy , 

rm^* ^° f*'^''" **" ^'^'^ ^'^^ ' ••' * P"" 
S î k^ P*rwr , r>eipendiculaire sur le prolongement 

Le somme'f de l'angle opposé à la base s'appelle le 
^omrne^ du triangle. 

FWrr ^^*^ ^^ ^®* ^^ hauteur du parallélogranime 
*/. Il est évident qu'elle demeurera la même , de 
Ti^'ique point du càté HG qu'on rabaisse (55). 

n n'est pas moins évident que les triangles dont les 
bases sont sur la même droite, et dont les softimets 
aont sur une ligne paraUèle à cette base , ont même 
nauteur ; c'est-à-dire que les triangles compris eAtre 
les mêmes parallèles ont même hauteur. Les triaàgles 
^^C.A'VC, et le parallélogramme EFGH, ont tons 
ies trois même, hauteur , puisque par la nature dcà 'pa- 
rallèles, AF et BG, les droites BD , BTiy et IK, sont 
•gale s (55). 

^ 61 . Théorème. Deux parallélogrammes de même 
"^ .se et de même hauteur , sont équivalens. 

Démonstration, Ces parallélogrammes ayant même 
base , on pourra poser celle de l'un sur celle de Tautre , 
et comme ils ont en outre même hauteur , le côté pa- 
rallèle à la base du premier , tombera sur le côté op- 
posé à la'b^e du second, ou sur le prdlotigement de 
' fIG ôt- ^® côté, ainsi que le montrent les deux figures 91, i 
l'égard des parallélogrammes ABCD , ABEF. 

Cela posé , les triangles ADF et BCE sont égaux , 
parcequelescôtés^Z>et-5C, ^Fet BE , sont res- 
pectivement égaux, comme côtés opposés d'un même 
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paraDélogramme , et que les angles DAF, CBE , dont 
les côtés sont parallèles , et les ouvertures tournées 
dans le même sens', sont égaux. Si du quadrilatère 
ABED^ on retranche d'une part le triangle AD F, et 
de l'autre BCE , on aura nécessairement deux gran- 
deurs égales, dontl'une sera le parallélogramme ^if^j^Fj^ 
et l'autre le parallélogramme ABCD, 

i6a. Théorème. Un triante quelconque est la moi- 
tié d'un parallélogramme de même base et de même 
hauteur. 

Démonstration. Si , par les angles j0 et Cdu triangle 
ABC yfig. 9& , on mène les droitasi^Z^ et CD, rcspec FIG* 9** 
tiyement parallèles aux côtés AC et AB , la figure 
ABCD sera, un parallélogramme (85) , ayant même 
base et même hauteur que le triangle proposé (160). 
Les triangles ABÇ çt BCD , ayant leurs côtés AB et 
CD , . AC et BD , égaux (54) , et en outre le côté CB 
commun y seront égaux ; le triangle '^J?C sera donc la 
iaoitié du parallélogramme ABCD^ 

i63. Corollaire. l\ suit de la que deux triangles qui 
ont même base et même hauteur , sont équivalens. ^ 
En effet > ces triangles seront , d'après ce qui précède , 
les moitiés de parallélogrammes de même base et de 
même hauteur, ou de parallélogrammes équivalens (161). 

" » 164. Problème. Transformer un polygone d'un cer- 
tain nombre de côtés en un autre qui ait un côté de 
moins , et qui soit équivalent. 

Solution. Soit pour exemple le pentagone ABCDE, 
fig. 93 : on joindra les deux angles E et C par une FlCgS. 
droite , et par le sommet de l'angle D , placé entre les 
premiers , on mène ia^ p arallèlement à EC, la droite 
OF, qui déterminenrsur le côté AE prolongé , un 
point F, lequel étant joint au point C, formera le qua- 
drilatère ABCF ^ équivalent au pentagone ABCDE* 
Pour s^en convaincre , il suffit de remarquer que les 
triangles CDE, CFE , reposant sur la même base EC, 
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et étant compris entre les parallèles CE et DF^ soilf 
équiyalens (n'' précédent) , et qae Ton obtient le pien- 
tagone ABCDE, et le quadrilatère ABCF^ en ajoutant 
successivement chacun de ces triangles au même qua* 
drilatère ABCE. 

Le procédé ne changerait pas^ quand même le pen- 
tagone ABCDE aurait un angle rentrant ^ comme dans 
nG. 94. la figure 94 ; seulement il faudrait observer , peur la 
démonstration , que le pentagone ABCDE et le qua- 
drilatère ^^CF se forment en retranchant du quadri* 
latère ABCE , les tnangles équivalens CDE et CFE. 

Il est évident que la construction et les raisonnement 
qui précèdent peuvent s'appliquer à quelque polygone 
que ce soit. 

i65. Corollaire. En eifectuant sur le quadrilatère 
ABCF ^ une construction semblable à la précédente, 
on le transformera en un triangle équivalent ; et par une 
suite d'opérations semblables > on transformera un po* 
lygone quelconque en un triangle équivalenjb. Si l*on 
avait ^ par exemple y un hexagone y on le transformerait 
^ d'abord en un pentagone , puis on ferait de celui<^i un 
quadrilatère ^ puis enfin de ce dernier un triangle. 

166. Théorème. Deux rectangles de même base, 
WG. 9^' A B CD y et EFGHy Jig. gS, sont entre eux comme 
leurs hauteurs (*). 

Démonstration. Ici, comme dans le n® 58^ les hauteurs 
AD et EH des deux parallélogrammes , peuvent être 
commensurables entre elles ^ ou bien incommensurables. 

Dans la première hjrpothèse , sil'on divise ces hautenn 
AD et EH en parties, telles que Ad et Eh, égales à leur 
commune mesure , et que par||^s points de division^ 
■ ' ■ 1 1 ■ ■ ■ . . 111 II I I I 1 1 ■ifc^ *■ 

(*) J'ai change Ténoncë qu'on donne ordinairement à cette pro* 
position , afin de le rendre semblable à celai de la propositioa d» 
••si5r, qui est tnalogae à ctlle-ci. ' * , 
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On âèye des perpendiculâirefi , on formera dans chacun, 
des rectangles proposés autant de rectangles égaux qu'il 
y a de avisions dans sa hauteur ; car la base de tous ces 
petits rectangles sera égale à j4B^ et leurs hauteurs seront 
toutes égales entre elles. Le rapport des rectangles 
ABCD et EFGH, sera éyidemment égal à celui des 
nombres qui expriment combien il y a de petits rectangles 
dans Tun et dans l'autre , nombres qui sont précisément 
ceux des parties égales contenues: dans leurs hauteurs 
j(D et EH\ on aura donc 

ABCD : EFGH i: AD : EH. 

• ■ • 

Dans la figure^ le rectangle ABCD se trouvant par- 
tagé^ en cinq parties égales à ABcd, et le rectangle 
MFGH en trois, on a 

ABCD : EFGH :: 5:3. 

Lorsque les hauteurs AD et J^H sont incommensu- 
rables ijig. 96*, on^pi^vé qfde le Rapport des rectangles nG* ^ 
ABCD.&tEFGH, ne peut être ni plus grande ni moindre 
que. celui , de ces hauteurs. . 

En eJBTet.. si l'on avait 

ABCD: EFGH:: AD: El, 

XI smga^Bsnt E H , que: l'on conçût AD divisé en 
parties égales, moindres qu» JJ/, et que l'on portât ces . 
|»frties s^r EH, de E vers H^ il tonîberait ^cessaire* 
HMiit.un point de division h . entre H et /,, iEn .élevant 
par ce point hg perpendiculaire à EH y on formerait le 
rectangle EFgh, pouf lequel on aurait 

ABCD : EFgh :: AD : Eh, 

^sque le; hauteurs ÂD* et Eh seraient commensurables 
4Pitre elles par construction; et comparant cette pro- 
portion à la précédente , on en tirerait 

EFGH: EFgh :: ei : Eh ; 

#eq[iûnêpeatêtreipniiK[aei?FGjCr<£F^Aet£/>£^^ 
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En portant le point / de l'autre côté de GHeix T , on 
ne pourrait pas non plus avoir 

ABCD : EEQH \\ AD \ Et , 

parcie qu'eu prenant en A', le point de division côrres- 
pendant à h^ on aurait prêi^ièrément pour les bàuteurs 
ADéi EV , commensurables èntire elles ^ 

ABCD : EF^.V :: ad : ev, 

ee qui conduirait encore à la proportion 

EFGH : ÉFg'h' :: El' : ÈV\, . 

•bmirde i c^use .que EFGH>EFgfhf «t £[/;'< Eh^, 
Le rapport de ABCD à, EFGH ne pouvant do^c être 
ni plus grand ni^pjus petit (pie celui de AD à EH, on 
aura nécessairement 

jiBCD: EFGffy.jfQlEH. 

1Ç7. Théorèfne. Deux rectàfjlès ,quelcqtaîiti|fck 'sbnt 
entre eux comme les proddfe^'dè'' leur ba^e parletir 
hauteur y ou comme les prbduits de deuk CÀés 
contigus. 

Démonstration. - En prenant . sur la IJâse dii pàràt 

FIG. 97- Mlognlitomé ABCD ,fig 57 , une p^ife Ab , égale 4 

la b»^ du plarallélogramnle ÈFGH , et tirant k 

diroité bc pàïaSlèle à BC i oii atn« par le th^iëëH^ 

précédent;* ' "^ ;- • -. ' '•'i<i. 

AbcD : EFGH ::.ÂDiÈffi ^ 'J^^i^^^i 



ç • • • 



prenant ensuite AD pour base des parallélogrammes 
ABCD éi AbcD , qui auroiir alôft potfr hixxtfutÂlf 
€t -rfi, on en 'conduira • i -î --- oiîao 

ABCD : AbcD ::Âfl : Ab. 

En multipliant ces proportions par ordre^ avec Tattentipji^ 
d'omettre le facteur AbcD, commun aux deux termes 

du 



ihi premiet rapport con^osé^ et de substituer à «^i^Bon 
égale EF, il viendra 

JBCD i EFGH :: liëyCÂn^ EêiîSs, 

résultat qui renferme l'énoncé de la proposition (^. 

.... . • 

168. ttemarque. Mesurer des grandeutâ n'étant atitrd 

chose qlie coiiiparer lentre elles celles de iHéme espèce ^ 

il est évident que la taiêsure des aires doit avt)ir pout 

hût de savoir combien une aire quelconque en contient 

une autre , prise arbitrairement pk>tir servir de tefme de 

comparaison. Mesurer , par exemple, le rectangle 

ABCD^fig, 98 y c'est ^chercher combien te rectangle FIG 

cpBlIbnt de fois un qa^itenhcd^ dans lequel on sup-^ 

pose que le côté a& eoit égal à la droite prise polir me^ ^ 



^ammim^mm T 1 ,• . .,, m^— i^i,<— ^n^^^ 



(^) Je nt^suis servi ci-denns de la multiplication par ordre , fcomme 
du moyen le plus simple pour parvenir au r<»ultat cherché j mais il 
))0urrait arriver qwà Ton (rfprouvÀt cpuclqnc di£Scûltë li concevoir ce 
: changement, dans leqtiel tl semble qu^il faut molcipKer des aires 
•ncre eU^» Ge^ difficulté cessera si l\>n imagine que ces aires^pour 
être comparées entre elles ^ sont rapportées à Une certaine «iie pristf 
pour mesure commune ou pour unitéé On metûra encore plus de 
tetteté daûï Cte {»a)toagé, éh le rëiidont aiitài : 

AhcÙ: EFCHi i AD : EH ^^= ^ 
lies proportions donnent ^> ^^ ^. 

ABCD:AhcD:.AÈ:Ah ^S^-^ 



te qui nt pn^eate aucune obscurité^ puisqu'il s'agit de x»ppon» de 

Eff 
AD 



EM 

graddeuA homog^és. Cela ponBé,--^.- désighatit combien Tairtf 



AbeD est eofttenue daiu EPGBy H «^ combien Paite ABCD 

est contenue dans AbcD^ le' nombre de fois que la pivmièrc est 
contenue dans la dernière, sera donc exprimé par 

EH Ah EFXEH 

en conbeyant les droites ri^»purtéqs 2i u^e commoBt metnrft. 
Géométrie» 7' édition. H 
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sure commune des longueurs dts droites; et d*après cm 
qui précède^ on aura, en concevant la base et la hauteur 
JtBetBC, du parallélogramme ^^ CD I rapportées i 
cette mesure y 

abcd:J[BCD:îâh>^c:jiBx,BC^ou:: 1 --T-x-T-; 

ce qui montre que le rectangle ABCD contient lêrec^ 
iaàgle ehcài ou Voire prise pour unité, comme le 
produit du nombre d'imités linéaires contenues dans *a 
iaseAB , mul^Ué parle nombre d'unités Unétàres conr 
tenues d^ns sa hauteuriC, contient l'unité numériques 
•t^ession dont l'exactitude est évidente^ puisque le» 
rapports y sont réduits à des nombres. Ce n'est qu^pouf 
abrégtf qu'on 1^ remplie par. celle-ci : L'aire d'un 
rectangle est égale au produit de sa base par sa hauteur; 
et il faut toujours être en état de restituer ^ d'après Ig 
première > ce qu*on a sotis-entendu dans la seconde. - 

La vérité de la proposition précédente résulte dt 
l'inspection seule de la figure , lorsque le côté du 
^uarré abcd, pris pour mesure commune, est contenu 
exactement dans la base et 'dans la hauteur du rectangle 
ABCD, En menant alors par tous les points de division 
«le la liaateur BC, des droites ef parallèles à jiB, on 
.partage le rectangle ABCD en autant de rectangles 
égaux, ou bandes, que sa hauteur contient de fois ab; 
«t chacune de ces bandes peut, comme ABef^ être par- 
tagée ea autattt de quàrrés Begh, égaux àaïc^, que la 
base AB contient de fois êibile nombre total des quarrés 
égaux à Begh , contenus dans le rectangle ABCD, 
est donc ^al à celui dq^ l^w^es ABefy multiplié par 
le nombre de quarrés que chacune contient, ce qui fait 
lé produit du noiùbte d'unités linéaires de la base par 
le nombre d'unités linéaires de la hauteur. 

169. 1*^ Corollaire, Si les deux côtés du rectangle 
AB etBC devenaient égaux, auquel cas il se changerait 
en quarré, son aire sfrait mesurée par la seconde puisr^ 
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sance de don côté AB ^ cest-à^re qu il cçQliendrait 
le quarré abcd^ pris pour unité ^ autant de fois que la 
seconde puissamce du Honore' d* unités linéaires con- 
tenues dans son côté^ contiendrait l'unité n^iméfique; et 
de là vient qu'on appelle au&si quarré d'un nombre la 
seconde puissance de ce nombre. 

■ . « 

170. a^ Corollaire, L*aire fi'ui^ p^allélo^amme se 
mesure p^ar le produi): de sa base par sa hauteur. £n 
effet ^ les* parallélogrammes de même base et dé même 
hauteur étant équiyalens (i6i)> unparallélôgjramm* 
îinelconque est nécessairement équivalent au rectangle 

de même base et de même hauteur. On conclut encoro 

, ■ ■ ■ • . 

de là' que deux parallélogrammes quelconques étant ^ 
entre eux coDon^e leurs mesures respectives , sont paf 
conséquent dans le rapport* des produits- de leur base ' 
parleur hauteur^ et simplement comme leurs bases ^ ai 
leurs hauteurs sont égales^ on comme leurs hauteurs^ 
forsqu'ik ont même base. 

171. 3^ Corollaire. L'aire d'un triangle est mesurée 
par la moitié du produit de sa base par sa hauteur^ pui»' 
que tout triangle est la moitié d'un i:ectangle de même 
'hase et de même hauteur. Lès moitiés étant entre dles 
^somme les touts, les triangles quelconques seront entre 
eux comme les parallélogrammes dont ils font partie , 
mt par conséquent comme les produits de leut ibA9e par 
jeur hauteur (n*' précédent ), ou cpiume leurs bases 
^uand leurs hau^teurs sont égales^ ou comôle leurs hi^u- 
teurs quand ils ont même base. 

172. Problème. Trahàformer un parallélogsamme ou 
un triangle donné en un quatre. \ . 

Solution. i^OntrouvetaJec>0té/ï*Gduqutoé^jPG^ 
^quiviâentauppr^àogîiffi^ '^oi^é ,\4BÇp Jig. 99', ^^q 
en prenant une moyenne proportionàelle entre I4 b^e 
AB et la ha^uteur DE de ce pfip'al.lplogramme. 



11& é L é M £ N s 

En tSet, on a par cette construction^ 

AB : FG :: fg : dé, 

d*où l'on lira 

et comme ^i? X I>j£ est la mesure de Faire du parallé 

logramme proposé ^ et FG celle du quarré EFGH^ 
^ construit sur FG, cette dernière figure est équivalente 
à Tautre. 

n"*. A Fégard du triangle ABfjy ^ c'est entre la base 
'AB' et la moitié de la hauteur lyE que doit être 
prise la moyenne proportionnelle Fù^ parce cp'on a 
alors 

À!ff XFG\\FG\\IfB^^ 
d'où il suit 

ÇAB^ yJÔfIS '=i'fG\ 

le premier de ces produits exprime en' e&Fet Taire du 
triangle.^ et le second celle du quarré. 

173. -CoToUavre, On peut^ par le moyen du problèm# 
précédent > transformefr un polygone quelconque en un 
quarré équivalent; il faudra d'abord le transformer 
en un triangle ^ par le procédé du n^ i64> et l'on 
changera ensuite ce triangle en un quarré. 

i 1 74 Hetnarque. Tout polygone pouvant être partagé 
en triangles (81) > on évaluera son aire en calculant sé- 
parément celle de chacun des triangles qui le composent, 
et en prenant la somme des résultats. 

. 175. Théorème. L'aîre d'un quadrilatère ABCD, 
FIG. 100. fig' 100, dans lequel deux côtés sont parallèles , et qu'on 
nomme pour cette raison trapèze , se mesure par le pro- 
duit de la demi-«omme des deux côtés parallèles , AB et 
CD y multipliée par la hauteur EF, prise entre cet 
côtés. , 

Démonsèfation^ En âra^t la diagonale CB, on par- 



I-» 
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tagera le trapèze en deux tri^[igles ABC et BCD ^ 
dont EF sera la hauteur commune ; et parce que 



ABCLh=zABC^BCD, ABO=iABx,EF„ 
BCDz±\çb><jÊF^ 



gn aura 

ABCD=^><EF'H^>^^^ (^^+ CD)EF, 
ce qui est renoncé du théorème* 

• ■ 

H est bon de remarquer que la droite GIT, menée par 
le milieu G de l'un des côtés non parallèles du trapèze , 
sera égale à j {AB^^-JCU). En efiFet, lë^ ^oint H étant 
aussi le mOieu de BD (58) , la similitndle .des triangles 
BCJ} et BHI fait voir évidemment qu? JH;=l CD, et 
celle des triangles ^Ci? et GCI, prouxe de niême que 
G/=Jurfi?,.d où a résulte 

GH^GI+JHr=z\(^AB+(:p). 

La droite GH partageant aussi EF en deux parlief 
égales (58) y se trouve à égale distance des côtés parai** 
lèles du trapèze; et^Toa p^tdire {mr conséquent, que 
Faire du trapèze se mesure pat le produit de sa hauteur, 
multipliée par une Ugne Jrtenéèâ. égale distance des deux 

hases parallèles. ' • -^- - ' "^ - *** 

■ 

176. Théçrèn^e^ Le» aires des polygones semblaBIes 
sont entre'elfes* comme les quarrés'des cô^és homologue9 
de ces polj^ones. ■ » ^' 

Démonstration, r^. Silespôtygcme^Ifroi^ôséssontdes 

triang^tés quelconque» ^i?C et a&c^^g. < 01 , les triangles ï'IG. rosi 

-sédéièai^e^ SDC et hdc, fbrmés par lès liauteurs dee 

premiers > seront semblables conmie ayante outre ^le» ' 

angles àxokx» D et dy le» aoglës égaux À et & ; on aux». 

donc 

. CDlcd llBClbc; 
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mais par la similitude des triàïiglég ABC et mc\ on k 
aussi ■ ' 

J[B\qb V. BC\ bc^ 

multipliant ces proportions par otdre ^ et divisant par â 
les deux termes du premier rapport de la proportion 
composée , il yienora 

* V I ^ . . ■ 1 

résultat dont les deux pretnieï^ t0tme8 exprimant let 
aires respectiyes d<es triangles ABC et abc (171) : donc 

.,:. ABC : abc :: BC*{Tc. 
fi*». Dèttt pdfygbnèê aeiàblablés A^CDÈ et abtde, 
Suf^g' 5i i, était pfloâ^éf» en imiiièinid Àotihté ëé triangles 
semMa3>IeB'(8^) V (ft'âèffiblabléitaLënt clispokés, eba^e 
triangle du {Premier polygone séJFa à aon 6ô^ê^ondaht 
dans le second , comme le qttàité de I tm dès côtés dé 
premier poljgon^ est au.quarré du côté homologue du 
second; onkiira 

ABC : abc :: AB l'ai* ' 

k / ■ 7 ■ 

J . i 

AEÇ : aeà :: AÉ\ ce* 

EDÇ: erfc :: ed: éd. 

Mais la similitude des polygones donnp Cette. fjoite d^ 
rapports égaux : 

de laquelle on tire 

ab\ oô*:: ÂEvâè^W ed\ Id] 

. ce qui prouve TégaKté des rapports de ckâque trian^ 
de lun des polygoaçg àso^ (!K>n:e$]^dant dans rau^, 
et d*où il résulta 1 . ' ' 

ABC : ûjc :: j!£<: : «ec:: EDCtedix ■ ■ ■■■ 

On déduira de cettQ dençère $uite de rapports égaftet'^ 
J£C^JEC+ EDC ; «i*c4 Qec>4-tic :: ^^SC : aie 



I 
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OU JBCDE l abde V. ABC : tAc V.'AB^rdb. 

Le même raisomiement am'aitéidâemment lieu quel que 
fût le nombre des côtés des polygones proposés. 

1 77 . Tkéorème. Les «rcs de deax triantes qui ont tm 
aogle commun ^ sont dans k iB^KUt des produits de^ 
«ôtés qui comprennent cet an^. 

• Démonstration. £n abaissant les iMsteurs CD et 
• ,FG , Jèg. 101 , deslri^gles ABC et AEF^ on fortoe FIG. lo 
les t]iangIesseanb}ables\if^Z>tBt j^FG^qiédoMunit 

CD\ FG:;AClAFi 

at par le n* 171 , il vient 

ABC : A£F :i ÂBx CD : as X.Ï^: 

si on multiplie ces deux proportions par ordra en sup- 
~ primant le facteur ÇD^ commun aux antécédens« et Te 
facteur FG, comnmnaux conséquens^ il en résulte^ 
conformément à renoncé , que 

ABC:AEF::ÂB:^,AC:ÂÊ^AiF. 

178. TTiéorème, Le quarré AEHL , Jig. loa , cons-FIG» ro 

mât 8U1; F6jpQténu8ed*itn triangle f er^cangîe ABE^ est 
^qmvdént à k sobmm ^es spiirréiB ABCDt^ BEFG^ 
eonstmitB sur les deux «utsescôtés'de ^etxîan^. 

Démonstration. On serait en dioit de conclura cette 
propQsitiq» de ceBe du n*^ j^y puisqu'il 'a été prouvé 

itans. ce auméro que AB ^ BE == AE^tet qjo^y d'après- 

tè u!» 169 ^ AB^ BE/ AE^ 9oaX rtes inesui^ respect 
tiyes des quarré» ABÛl^ y BEF&y, AilOlL", nais ces 
considérations supposant les lignes et les aires rapportées. 
. à desiiombres^ }'ai jugé convenable de démontrer lapro* 
position immédiatement sur les aires ^ ainsi qaEucàda 
Va. fait f et sans employer desi capports-de ligues. 

Pour cela^ il faut, de Tangle droit B du triangle ABE^ 

H 4 
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abaisser , sur Thypoténuse AEy la perpendiculaire BK 
et la prolonger jusqu'en /, puis mener les. droites DE 
et BL\ Le triangle DAE ayant même base AD. que 
le quarré ABCDy et étant compris entre les mêmes pa- 
rallèles AD et CE\ sera équivalentàla moitié de ce quar^ 
ré (i€a) ; Iq triangle BAL sera équivalent à la moitié dtt 
rectangle u^/iT/L^ construit sur sa base AL' et compris 
entre les mêmes parallèles AL et BJ/Ot, les triangles 
pAE et BAL sont égaux (i6)> pdrce que Tangle DAE, 
cdmppsé'de l'angle droit DAB et de l'angle BAE, est 
nécessairement égal à l'angle BAL, copiposé aussi d'un 
angle droit £^jL et de l'angle i?^^4 etquelescptés-^^Z) 
et AB , AL et AE, sont respectivement égaux coname 
côtés d^un même quarré: donolamoitié du quarré ^i'C^ 
e$t équivalente a celle du rectangle AKIL \ donc le 
quarré À JB CD sera lui-même éqmvalent au rectangTe 
AKTL. On prouvera de même que le quarré BEFG 
est éqnivaleiit au rectangle EBIK \ et il résultera de ta 
que le quarré AEHL , composé des deux rectangles 
AKIL et EHIK, est équivalent à feiôomiije de%quarrcs 
. ABCDexBEFG. 

179. i^'' Corollaire. Les rectangles AKILy EHIK 
«tle quarré AEHL\ ay^t mêine' hauteur '^L, sont 
entre eux comme leurs bases (170), ensorte qu'on a 

ABCD : BEFG l AÈHL ;: AK : KE \AE\ 

c'est-â-dire que les quaxrés construits 8i;ir les côtés de 
l'angle droit d un triangle rectaVlgle sont au quarré cons- 
truit sur rhjrpoténùse, comme les segmens adjacens AK 
et /STjB sont à l'hypoténuse entière w^£, 

180; 2^ Corollaire, Puisque les aires des polygones 

semblables sont entre elles comme les quarrés des côtés 

homologues dé ces polygoiïes (17G) , si l'on construit 

çur les côtés de l'angle droit du triangle rectangle ABE,, 

ne. ïoS^/îg-. io3, etsur son hypoténuse AE, trois polygcmes sem^ 
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blables^ X, Y et Z, on aura 
d*où on tirera 



et du théorème précédent^ qui donne AB -4^ BEz:=-AE , 
on conclura X + K= Z ; c'est-à-dire que . ^e polygone 
construit sur rbypoténuse^ est équiYalentÂUaoIx^ne des 
deuxautres. 

'' i8i; Problème. Constrmre'un jpoljgone semblable à 
un autre > et dont Faire soît dans un rapport ^onné avec 
celle du premier^ ou «oit équiyjdrâtt à im quàiré 

donné. ; . . .. ■ 

Solution, Dai^s le {Minier cas >:^i ic,fig. lo^désîgne FIG. 104. 
l'un des côtés du polygone donné, et que Taire de ce 
polygone soit à celle yû polygone cherché , dans le 
rapport de demi^ droites quelconqties M et /V^/ on pren- 
dra sur une droite indéGnki ui^£^^ deux parties J4K etKE, 
qui soient dans le même rapport ; sur leur sopime jiE , 
comme. diamètre, on décrira yne ^emi-^rcpnlérence ; 
pn élèvera 1^ perpendîçùjb^i^e BK ; on tirera, )es cordes 
AB et BE : enfin on portera sur jiB , de ^en C, le 
.côté bc de la première figure. , et. ayant m^é,.ÇZ> pa- 
.rallèle à AE^ on aura ei|iW,lecôté qni^.j^apkslepol^^ 
gone cherché, est homologue à bp.tf^ question. se^ , ^. .^ 
donc ramenée à constipe sur BD un'pdrYê^iie sem- 
blable au polygone jf^ ce qui 8*ièffèctueHjparIiMprocé^^ 
du n** 90. 

Pour prouver la conftruction précédente^n déduit 
VTàbcrrd des triangles Ji^/'IS tiCBp\ sëitAfables entre 
«ux, les proportions . '^ \ 

AB : BE;: BCvJSIMt^B^'BM*.::^ 
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maïs parle n* 179, 

donc '£C\ BD^:: M :N: • 

donc ( 176) , le pofygpne construit sur BC sera an poly- 
gone construit sur BD , dans le rapport de MkN, comme 
le denaànde l'énoncé de la question. 

Si le côté Je de la Rgare^X excédait jib^, on pn>- 
loBgèradt cétlte-Ugne en C, mais la cônstmctioii et la dé- 
monstration ne changeraient pas pour cela. 

/ Z>àn8' lecas oà Faire dn polygone. demandi devtait 
être équivalente à un qoaeré donné ^,ott transFonne* 
rait aussi en un qvÉrré le.pôlygoBe dpnné j et M^ rapri- 
sentant ce quarré , il faudrait qu'on eût 



A 



d*où il suit 

M: N :: bc: bD; 

ainsi BD^ s'obtiendrait alors parles fignes propordon-^ 
liieltes (6â) y ou bien Ton pourrait prendre jiK Bt KB 
dails le rapport des quatrés M* et 'N\ -' < 

t%à. Tfiéot^jrtàe. L'ïdrè d*tin]^lygeÂètiégttlîëfkpbur 
te^iUïe- isi mcim du prdiVât-TÎë /à^ tontcW pîsr k 
tayohffii^bércle ÎAscriï; -^ r - 

tant de ttih^â égàiix'iiù*à'a dé dftés Q159 ) ; Ttti Ht 

riG. 79. èe» trîangle$,'./«jfirOj%. 79 / eist mesurépâr|^B XOG; 
en rèpétiit ce produit autant de '£pis que le polygone * 
de côtés,' on^aura , si iVdé^^e*ce nond^ire ^ 

iNx'ÂB><pG', 

maîsiV KviP seralc contour pu le périmètre du-palygonet; 
en le désignant par P , il yienâra dpnc 

iPXÔG, 

comme le porte-l'Ajonoé de la jpèoposîtidEtr 



D E CE O M É T R I E. IsS 

Le rayon dn c«rcle inscrit se nomipe aussi apothème ; 
et Ton dit en conséquence que taire d'un polygone régU" 
l^er a pour mesure la ihoitié du produit de son péri-- 
mètre par son i^fothènUsi; 

iS5. Cortt/inre. H iràîtyti tkéôrt&é ^ïtéèéàfe^t et du 
n^ i4o , que les aires des polygones réguliers d'tih inêmé 
n'ôttiibrë de côtés, «jânt^xrlPe elles ùdmiiiëlëâ iqfù'arrés de 
leurs côtés, sont àiisstient^é elles eoilimè Ifes qtiarrés âéî 
taybns des cerclés âaiaisle^^ijéb iU soioit ïù^iâitk où aux- 
^elsils sont drdonàëiîts. iSà bffêt, ôfa là suVôïéSt^Véïiiëni 

. ,^B : aï, :: ao : «o,. 

d*où il résulté '' ■ * 

jtBCDEFliAçAflt^tnô^ 

On trouve de ^êhid 

ABCpjE^i'X^cd^y. OG^: pg , . 
en observant que -^rfO t teo«?:: OO : o^ (itit?)- ^ 

184. Remarque. ïpjÀ 
méro précédent àuix ^"J 

conscrits au même d(^c&7 8ii fècôiUralt ^"^^^t^tôVifôùrà 
possible de tropver .d^uz po^onie^.du même nombre 
de côtés ^ Fiin inscrit , Vautre cdrcoasç^nlj', tels 'que I9 
différence de leijrs. air^auSoit xnoîndre qu*ttn& grandeur 
donnée , quelque p«tile rque eoit cette §K)ndeur. , 

En effet , on a évidiïmiBittit; ^ane \k figdfe % , FIG. 87.; 

ABCD'E : abcde l'oîâ\ QG; 

désignant par P Faire, du .polygone wconicrit^ etparp 
celle du polygone, inscrit, pn a|ira , . . 

PlpZlOai 00, 

p— p:P:: Oa^oGioâ] 
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dOU P p= i : ^ * 

valeur dans laquelle on peut rendre le facteur Ot^OG 
aussi [tetit qu on .Yûudra , en niultipliairt tes côtés de» 
polygones. 

1 85. Corollaire. Le polygone jcircQnscrit étant visible* 
ment plus grand que le cercle., tandis que le polygone 
inscrit est moindre , il. suit de cei^ qui précède que Ton 
pei;t toujours assigner un polygone xégulier, soit^scrit, 
eoit circonscrit, jdont l'aire ^ifère aussi peu qu'on vou- 
dra de celle d'un cercle donner. H istrffit pour cela de 
prendre le pp^jrgoii^ d*un assez, grand nombre de côtés, 
pour que la différence entre le. ^)fygone inscrit et le 
polygone circonscrit ne surpasse pas 'la quantité assi- 
gnée. ^ ; •• 

i86. TTiéonèTM* Si.trQn grandêar)i J/>^i^, X, sont 
telles que la première A , que l|pn suppose variable , 
mais néanmoins surpassant toujours cBacune dés deux 
autres ^/X", ^qni ne- changent poilit, puisse appro- 
cher de. toutes deu?^ en même temps » aussi près qu'on 
voudra , on aura népessairei||e;ç^t ^5==.-^. 

Démojistradon. Soit, i< X'.i^ -S ; on aura ^ d'après 
cette hypothèse et en vertu de, l'énoncé , 

tToù il i-éîulfé que ri ronpifcnd-^ dé manière que la 
différence A-^ soit moindre^ qu'une quantité quel- 
conque^, êfe qu'on regarde côiiuhe toujours possible , la 
différ^nefe :X-r-^^ sera, à plus forte raison, moindre 
que «f . 

2°. Soit X<^B j on aura alors * 

a>b,b:>xi 

et prenant -^ de manière que-.^ — Xsôit moindre que ^; 
à plusfoite raison la (ïîfférence B^^X sera-t-elle moindse 
que <r. 



Le raisonnement ci-^e88U8 conduisant à prouver que 
la différence des deux, grandeurs invariables XetB ^ est 
nécessairement moindre qii'aucune grandeur donnée , 
quelque petite que soit cette grandeur -, il s'ensuit' que 

187. Théorème. L'aîre d*un cetcle à pour mesure la 
moitié dû produit de la circonférence pal" le rayoli/bU 
i CR y en nommant C la circonférence ^ et R le rayon* 

c Démonstration, £n effet i plus le noiâbre des côtés dtl 
polygone circonscrit augmente y plus atirssi'fton périmètre 
P approche de la circonférence ( i5j9) > et plus le pro- 
duit 5 PR approche ide'f CjR , qu'il surpassera toujours , 
mais d'aussi peu.qu!on voudra ; d'un autra c/ôté . l'airB 
du même polygone ^ toujours plus grajude que celle da 
cercle^ peut approcher de cçtte dernière d'aussi près 
ciu'on voudra (i85) :lês produits J PS , | <dft^et la vraie 
mesure deraafé''dtt cerclé^ sont donc trois quantités 
placées danr les mêmes «Circonstances- que les quanti-^ 
tés AyB et X du numéro précédent : donc le produit 
^ CR est «gai à la traie mesure de l'aire du cercle C^>. 

188. Corollaire, Il suit de là que les aires des cercles 
#oot entre elles comme 1^ quarrés de .leurs rayons oil 
de leurs diataètres. En effets puispque l'on a cette pro» 
portion : 

C:-C::/i:«'(i54),, 

(^) On prouve immédiatement ^e la mestine de Taire du cercle 
ée petit hst niplni grande ni>plua petit&ipei Cit;. car si le 'pre- 
mier cas avait lien ,| CR serrait alors }i^ mesure d'tu cercle plut 
petit mie celui dont le rayon ^/ty tandis qu'en inscrivant dans ce der- 
nier un pol jgone plus griEMid que Tautre cercle {^Voyez la noté 
page T06) , ce polygone aurai tn^ff moins pour mesure im produit 
moindre que vCÂ, puisque sou contour tt aon apattième sont rtsr 
pectirement moindres que ÇelR, • . , ,. 

On ne peut pas supposer >Bon plus que le; produit i CR soit la 
mesuré d>n cercle pf^gxli^ (|u« le propdsë ;'car en insc^vant dans'Ie 
pkn grtiid cerd^'un ^JFfohie qm surpa^ie-'lâ cercle propose , os 
polygone aurait ah# mesM ^of il«ii4'd^!Qd)|q«'«a«tfiiQ$ au 
«eiysle^^iis le^l 4 Mt inscrit. 
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«i on la multiplie par la proportion 

lfl:i/r::fl:/r> 

qui est évidente ^ il viendra 

proportion dan& laquelle les dc^ux termes du premief 
rapport sônt> d'après ce qui précède, les mesures des 
lûres • des cercles dont les rayons sont R et R! ; df? plu^ 
il est vidible qu'on 4 

iR»:/!'*::z^:2ys . 

en désignantparD etZ/les dilimètres^pnisquel^ssiRf 
iy=aB' : donc {CRliCR'lib^iiy^, ce qui çom- 
plÂte renoncé de la proposition. 

Si on représente par t la circonférence dont le dia^ 
mètre est i ^ la surface de ce cercle sera ^ X Tt= i^ » on 
ayradonc 

i^: iC/r :: i : iy\ d'où iCH^—{^iy\ 

ce qui montre que l'aîre (Tun cercle est égale au quarré 
-du diamètre multiplié par le^du rapport de la circon-* 
férence au diamètre. En mettant pour D^ sa valoir 4fi*» 
on aura tR^^ ou le quarré du rafoà multiplié par le 
, rapport de la circonférence cai diamètre, 

FIG. io5. 189. Théorème. L'aire de la figure 4l?pO,Jig. loS, 
terminée par les deux rayons AO^ BO , faisant entré 
eux un angjie ^elconqué ^ et par l'arc de cercle AFB^ 
Çgijure q^e l'on. nomme secteur de cercle, a pour mesure 
•la moitié du produit de l'arc APJ^^ par b rayon ÀQ- 

Démçnstrqtion. Si 'pairlé centre O, on élève DOper- 
.pendicul^e w U diajp»C|tïç, !^ff^ ^IÇéj^.cOtes de F^^gle 
«droit AOD et l'arc AJBD -comprAndronl: évideimoent 
entre eux le quart de l'aire do oerole ; et*le raisonneinéiit 
du n^ 109 prouve que Faire du lecteur \/fi^C> esta c^elle. 
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da secteur ^OD^danfi le f apport de l'arc AEB àFarc AD. 
Mais puisque Faire du secteur ^0Z> est le quart de celU 
du cercle^ on. âur^ * 

Wt Ift proportion énoncée d-dessus^ ' 

AFBO : AOD :: ab: ad oui c, 

deviendra 

AFBO :\Cx:Ad:: ab : j c\ 

• T 

.->_■■. . . • 

me qui donnera 



• I 



•emme b'poitp rénoncfé é^ia psx^atiatt* 

190. Remarque,. Oçl obtiendra respacç^i^>#.coii|^ 
pris entre rare ^/^iJ etl/l tôrqe ^Jl., et qid se nommé 
segment , m retranêliaht d^ T^re du^stiptaùr AFBQ 
«elle du triande ÂBO. 
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DEUXIÈME PART 1 E. 

SECTION? R,EMIÈ RE. 

Des plans ^ et des corps terminés pardM 

surfilées, planes. 

If, B* Daxu tout ce ^i va suivre , les figures embrassent l'espace 
ayec ses trois dimensions. Les lignes ponctuées sont celles qui psnsënt 
derrière des plans. 

Des plans et des lignes droites. 

igi . Jr V I s Q u E la ligne droite s'applique exactement 
au plan dans tous les sens (s) ^ il est évident que dès 
qu'une ligne droite a deux de ses points dans un plan ^ 
elle y est toute entière , .sans quoi on pourrait menor 
par deux points plusieurs lignes droites , l'une qui se- 
rait tirée dans le plan même ^ par les deux points donnés, 
. et lès autres qui auraient des prolongemens hors dn 
plan , ce qui ne saurait s'accorder ayec Tidée qu'on ^a 
de la ligne droite. 

iga. L'intersection de deux plans est une ligne droite *, 
elle est premièrement une ligne d'après les définition^» 
du û° 1 ; et si Ton conçoit que par deux points de cette 
intersection , on tire une droite , elle sera en même 
temps dans l'un et dans l'autre plan ( n* précéd. ) : elle 
ne pourra donc être que leur intersection. 

HG. io6. 193. Par une même ligne droite AB'yfig. 106, on 
peut faire passer une infinité de plans différens , CD , 
EFy GJH'jetç. Pour s'en convaincre, il suffit d'observer 
qu'un plan peut toujours tourner autour d'une droite 
tirée par deux de ses points, et prendre ainsi un nombre 
infini de positions différentes , sans que les points de la 
droite changent de place ; mais on conçoit sur4e^hamp 

qtie 
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que ce plan s'arrêtera , si on fixe hors de cette ligne un 
point par lequel il doive passer. Il résulte de là qu'un 
plan est donné lorsqu'on connaît trois points par lesquels 
il doit passer , comme une ligne droite l'est par deux. 

On peut aussi le prouver en montrant que deux plans 
qui ont trois points communs^ A, B, C, ^. 1 07, se confon- FIG . 1 07- 
dent dans toute leur étendue; et pour cela^ il suffit d'ob- 
aerver que si par un point quelconque E, pris sur un de 
ces plans > on mène une droite EF, rencontrant deux 
des trob lignes jiB, jiCet BC, qui joignent deux à deux 
les points communs^ et qui par cette raison sont à-la- 
fois sur les deux plans (19 1 ) > cette droite sera aussi com- 
mune aux mêmes plans ^ puisqu'elle y aura les deux 
points e etf, où elle coupe AB etBC. 

194. Deux lignes qui se coupent , sont par conséquent 
dans im même plan ; car en faisant passer un plan par 
l'une d'elles , jiB, par exemple , et par un point C, pris 
sur BC, cette dernière ayant deux de ses points^ B et C, 
dans le plan , y sera toute entière ( 191 ). 

Il est évident par là qu'en joignant deux à deux^ par 
des droites , trois points pris d'une manière quelconque 
dans l'espace , le triangle résultant ^ ABC^ sera tout en- 
tier dans un même plan. 

n n'en est pas ainsi de quatre poiitf:s pris au hasard : 
le plan qui passe par trois d^entre eux , ne passe pas tou- 
jours parle quatrième; et dans ce cas^ le quadrilatère 
qui en résulte n'étant pas dans un plan ^'se nonune qua- 
drilatère gauche, 

195. Les parallèles sont toujours dans un même plan 
d'après leur définition; mais il faut bien observer que 
dans l'espace, deux lignes droites peuvent être perpen- 
diculaires à une troisième y sans être parallèles et sans 
«e rencontrer; car on peut alors mener par un seul point 
autant de perpendiculaires à une même droite^ que l'on 
peut faire passer de plans par cette droite , c'est-à- 

i)ire une infinité. Les droites AC, AE, AOyfig* loS^ FIG.j^^. 
Géométrie. 7* édition. I 
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peure^ toutes être perpendiculaires sur AB ^ la pre- 
mière dans le plan CD, la seconde dans le plan EF^ 
la troisième dans^ le plan GH, S'il en arrive autant aux 
lignes ^J9, BFetBH, BD et AC seront parallèles, 
comme étant perpendiculaires à la même droite ^^ dans 
le plan CD\ mais cesdroite^ne seront parallèlesà aucune 
des autres. 

FIG. io8. 196. Théorème, Une droite CD^fig, loSyékvéi 
hors d'un plan AB, perpendiculairement à deux autres'» 
DE y DF y menées par son pied D dans ce plan , est 
perpendiculaire à toutes celles qu'on pourrait mener 
par ce point dans le même plan. 

Démonstration. Soit DG une droite menée par le 
point Z>, d'une manière quelconque, dans le plan AB; 
on prendra sur les droites DE, DF^ et sur leurs pro- 
longemens, des parties DE, DF, De, Df, égales entri 
elles; on tirera ensuite par le point Cles droites CE, 
Ce, CF, Cf, et on mènera EF et ef. Cela fait, les 
triangles EDF et eDf seront égaux, comme ayant , 
chacun à chacun , uii angle égal en D, compris entre 
des côtés égaux , et donneront EF:=i ef. Les obliques 
CFet Cfy CE et Ce, seront égales, comme également 
éloignées du pied de la perpendiculaire CD (27) ; et pair 
conséquent les triangles jECF, eCf, seront égaux dKznme 
ayant tous leurs côtés égaux chacun à chacun. Enfin , 
les triangles Z>i5 G et Z^eg seront égaux (18), parce 
que leurs côtés DE et De sont égaux par construction, 
que les angles GED et geD sont égaux , comme appar- 
tenant aux triangles EDF y eDf, isocèles et égaux , et 
que les angles EDG , eDg, sont égaux, comme c^ 
posés par le sommet : donc GE = ge , GD = gD. 
Maintenant les triangles ECG eteCg sont égaux, parce 
que les angles GEC et geC sont égaux , comme appar- 
tenant aux triangles ECF , eCf, isocèles et égaux, que 
les côtés CE et Ce sont égaux, comme faisant partie 
des ni^.m es triangles, et que les côtés GEet ge le sont 
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aussi comme appartenant aux triangles EDG et eDg ; 
dond 'CG = Cg; donc CD , située dans le plan du 
triangle GCs^y est perpendiculaire sur GD(3o). 

'197. Remarque, La ligne CD tombant à angle droit 
tm: toutes celles que Ton peut mener par son pied dans 
ce plan , et nHnclinant par conséquent d*aucun côté 
yers le plan , lui est perpendiculaire. 

198. Théorème, Si trois droites, ED , FD , GD , 

Jig, loq , sont perpendiculaires à une même droite CD, HG. 109. 
par un même point D, elles sont toutes les trois dans 
un même plan perpendiculaire à cette dernière. 

Démonstration, Si cela n*était pas , on pourrait, par 
les deux droites EDet FD, 'mener un plan j4B auquel 
CD serait perpendiculaire , et qui couperait le plan 
GDCmené par GD et CD, dans une droite G'D 
qui serait aussi perpendiculaire sur CD (196); on 
livrait doric alors , sur la même droite CD , par le même 
point D , et dans le même plan , deux perpendiculaires 
CD et G'D , ce qui est impossible (3a). 

199. Théorème, Par un point pris, soit hors d*un 
plaa , soit sur ce plan , on ne peut mener qu'une seule 
perpendiculaire à ce plan ; et par le même point d'une 
droite, il ne peut passer qu'un seul plan perpendiculaire 
à cette droite. 

Démonstration, he premier cas de la proposition est 
presque évident par lui-même ; car si par le point C , 
Jig. 108, on pouvait abaisser sur le plan jéB une autrepiQ. loS. 
perpendiculaire que CD , CG par exemple , cette 
droite serait aussi perpendiculaire sur GD, et le triangle 
COP aurait deux angles droits, conséquence «d)- 
smrde (Sa ). 

Dans le deuxième cas , si par la seconde perpendicu- 
laire CD, fis;, 109, et par la première CD , on faisaitFIG , 
passer un plan , il faudrait que les deux droites CD et ^' 

CD fussent en même temps perpendiculaires à la 
iiroite DE, dans laquelle il rencontrerait le plan AB, 

I a 
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conséquence encore absurde. L'énoncé de la proposi- 
tion est donc yrai dans ses deux premières parties. 

A regard de la troisième , si par le point D ,on pou-* 
Tait mener ^ perpendiculairement à CD, un autre plan 
que jiB , et dont la section avec le plan &DC fût GD^ 
il s'ensuivrait qu* deulx droites G'D et CD , comprise» 
dans le même plan que CD , seraient perpendiculaires 
au même point de cettedroite ^ ce qui est absurde (Sa). 

aoo. Théorème, Les obliques qui s'écartent égal'e- 
lement de la perpendiculaire à un plan, sont égales; 
celles qui s'écartent le plus sont les plus longues y et la 
perpendiculaire est la plus courte de toutes les droites 
que l'on puisse mener d'un point donné à un plan. 

[Q. 1 10. Démonstration, Laperpendiculaire étant CD,fig. 1 1 o, 
1*. tous les points situés sur la circonférence du cercle 
EF y décrit du point £> comme centre , sont également 
éloignés du point C , puisque les angles en D étant 
droits, les triangles CDEet CZ> F seront égaux comme 
ayant le côté CD commun et les côtés DE^DF , égaux; 
donc CE=CF. 

a*. Si on joint le point G , extérieur au cerclé , avee 
le centre D, la droite GC , située dans le même plan 
que les droites CF et CD , sera plus longue que CF 

S*. La ligne CD , évidemment plus courte que CF, 
sera nécessairement plus courte que toutes celles que 
l'on peut mener du point C sur le plan AB, 

aoi . Remarques. Chaque point de la droite CD , étant 
également éloigné de tous ceux de la circonférence EF, 
f eut être employé à la description de cette circonfé- 
rence , comme le centre D, 

C'est par ce moyen qu'on abaisserait une perge^flin. 
' culaire sur un plan , par un point extérieur, : on décri- 
rait d'abord du point Cy sur le plan AB, un cercle àon% 
on chercherait le centre D\ en le joignant avec k 



DE (S^iÉ O M é T 11*1 E. l33 

|H)int C, on aurait la droite CD perpendiculaire sur le 
plan AB. 

La perpendiculaire CD étant la plus courte ligne que 
l'on puisse mener du point C sur le plan AB^ offre la 
mesure naturelle de la distance du point C à ce plan. 

ao3. TTieprème. Si d'un point C de la droite CG, 
oblique au plan ^^^ ^g. iii^ on abaisse sur ce plan FIG. m* 
la perpendiculaire CD , et que l'on joigne les points G 
et D , par une droite, la droite J^F, menée dans le 
plan AB , perpendiculairement à GD , sera aussi per- 
pendiculaire sur CG. 

Démonstration, Ayant pris GE = GF, et tiré leg 
droites ED , FD , dans le plan AB , on aura ED^=: 
FD (27). Menant enduite les obliques CE et CF, elles 
seront égales , puisqu'elles s'écarteront également de la 
perpendiculaire ( aoo ) ; mais en les' considérant par rap- 
port à CG , dans le plan ECF^ elles s'écarteront éga- 
lement du pied G de la droite CG , qui sera par con- 
séquent perpendiculaire sur EF C3o). 

ao3. Théorème. Une droite DE y fig. 11a, située FIG- "t. 
hors d'un plan u^^, mais parallèle à une ligne quel^ 
conque AC menée dans ce plan^ ne le renccmtre point , 
quelque prolongée qu'on la suppose , et est en même 
temps parallèle à toute droite BF menée dans le plan 
AB , parallèlement k AC. 

Démonstration. 1*. La droite DE se trouvant avec 
la droite ^Cdans un même plan AD, ne pourrait ren- 
contrer le plan AB, que dans son intersection avec le 
précédent, c'est-à-dire sur AC \ mafis par l'hjpotirése , 
DE neik)uvant rencontrer AC , ne rencoàirera^ pasi 
non plus le plan AB, 

a*. Si par la droite DE et par l'un des points B de 
la droite BF , supposée pardlèle à AC, dans le plan 
AB , on mène le plan Df, la droite BfsersL nécessaire- 
ment parallèle à DE, puisqu'il vient d'être prouvé que 
DE ne saurait rencontrer le ï)lan ÀB dans lequel Bf 

I 3 
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e.st aussi çontaxme; et d'après ce qui précède , la 
ligne u4Cy parallèle à DE y ne pouvant pas non plu* 
rencontrer le "plan, Df qui contient cette dernière, ne 
saurait par conséquent rencontrer la droite Bf qui s'y 
trouve aussi. Les droites j4C et Bf contenues dans le 
même plau^^^ nç se rencontrant point, seront donc 
parallèles ; et comme on ne peut mener par le point B 
qu'une seule parall.èle kj4C (4o ), il s'ensuit que Bfse 
confond avec BF, ou que DE est parallèle à ^F, 
deuxième partie de la proposition,. 

flo4. Corollaire, Il est évident par là que deux droites 
P^E et BF, parallèles à une troisième u4C, sont parallèles 
çntre elles; car en imaginant un plan j4B ^ qui passe par 
ifi droite BF et la droite j4C, la. droite DE remplira 

les conditions de l'énoncé du théorème ci-dessus. 

* 

. . ao5. Théorème. Les angles BCD et JSAF, qui ont 
les côtés parallèles et l'ouverture tournée dans le mèmt 
sens, sont égaux, (jupique si^iés dan^ de3 plana dif*» 

férens. 

Démonstration. Si par les côtés parallèles CD et j4E, 
CB et AFy on fait passer deux plans j4D et AB , qu'04 
prenne CD =^ JE , CB =AF, et qu'on mène DE, 
BF,DB,EF, les figures ACDE, ACBF, seront des 
parallélogrammes. (79); les côtés ED et BF seront 
par conséquent égaux à AC , parallèles entre eux (n® 
précédent ) , et formeront un parallélogramme dam 
lequel on aura DB = EF. Les triangles DCB et AEF, 
ayant donc leurs côtés égaux chacun ^ çh^i^n , seront 
égaux et donneront B CD i= EAF. 

*o6. Théorème. Si dans chacim des plans AB et AD, 
on mène, par un point quelconque ^de leur communs 
•eption AC, des droites /^T et /TG , r^pectivementper- 
pendiculairsa à cette commune section , et que l'axigle 
IHG qu'elles forment entre elles soit égal à l'angle ihg 
que forment les droites ih et hg , menées de la même 
manière daos hs pl^nf ab et (id^ par rapport à la coiQr 
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xuine section oc de ceiix-^i^ on pourra faire coïncider 
les deux premiers plans avec les deux derniers. 

Démonstration, Si Ton. applique le plan ab sur AB , 
de manièï'e que ac tombe sur AC, et que le point h 
ioit sur le point H, la droite hg coïncidera nécessaire- 
ment avec MG, puisque les angles ahg et j4HG sont 
tous defix droits. De {dus , les droites IH et HG , per- 
pendiculaires kAH, déterminent un plan GUI perpen- 
diculaire à cette droite ( 198) ;> les droites ih et gA en 
déterminent pareillement un autre ghi^ perpendiculaire 
à ah. Mais lorsque ah ^st confondue avec AH , les 
plans GHI et ghi doivent se confondre aussi , sans quoi 
il serait possible de mener par le même point H deux 
plans pe];pendici)laires à la même droite (199) ; et comme 
les angt&s.CjET/i^tgAi sont égaux par l'hypothèse^ il s'en- 
suit que /tg.po^icidant avec HG, ih doit aussi coïn- 
cider ave^c ,IK:y, d'bi^ il esit évident que les plans ad et 
jdD coïncident aussi, puisque les deux droites ah et ih, 
placées dans. le premier^ se confondent avec les deux 
frottes ^jH^et/£r^ placées dans le second (194). 

207. Corollaire. Il suit de là que l'espace compris 
entre deux plans AB et AD , qui se coupent, considéré 
entre ces limites, peut, quoiqu'indéEni dans les autres 
sens , être comparé â tout autre espace terminé de la 
même manière. Cet espace, qui est à l'égard des plans 
Ce que l'angle est à l'égard des droites (7)}, constitue 
r angle de ces plans , et en mesure l'inclinaison (^). 

^ Je le nommerai désoriàais angle dièdre, c'est-à-dire 
angle à deux faces , et je le désignerai par quatre lettres 
dont les deiix du milieu marqueront la commune sec- 
tion des plans , ou Parête de fapgle dièdre. L'angle 

• 

(*) On lex^ommeprdinaijrenientan^/e plan; mais cette expression 
est très-vicieuse , eiir elle n'offre qne l'idée d'un angle contenu dans 
nn plan , et par conséquent celle de l'angle forme' par deux droites* 
Le mot^^ié^^re.est compose' de deux mots grecs, dont le prcuiieç 
•iguifie deux . et le êcconà face qu base^^ 

' 14 
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FIG. 11^ formé par les plans AB et j4E, fig. 1 13^ qui se reiir^ 
contrent suivant la ligne AG, sera Tangle dîèdre BGAE 
ou DHGC 

Il suit encore du n^ précédent^ que Tangle CHD , 
formé parles droites HD et BC , menées perpendicu- 
lairement à la conunune section AG, des plans AB et 
AE y est la mesure naturelle de l'angle dièdre qu'ils com- 
prennent entre eux; car il est visible que si Ton fait tour- 
ner le plan AC autour de la droite AG , commune siec- 
tion des deux plans proposés^ ou arête de Tangle dièdre , 
la droite ffC, qui coïncidera avec ffî>, lorsque le plan 
AC sera, couché sur AB, décrirsi dans ce mouvement 
un plan perpendiculaire à A G (igS)» et viendra se 
placer en HF^ dans le prolongement de HD^ lors- 
que le plan AC se trouvera dans celui de AB ; ensorte 
que l'angle CHD commence , augmente et finit avec 
celui des plans. De plus , si l'on compare l'angle de 
deux plans abetae, avec celui de deux antres plans 
AB et AE , on trouvera que le rapport de ces angles 
dièdres est le même que le rapport des angles c Aid et 
CHD. En etfet, lorsque ces angles sont commensura- 
bles entre eux, qu'on les divise en parties qui soient 
aliquotes de Tun et de l'autre , par des droites hd' , 
HD', HD", et que l'on mène , par la commune section 
a g et par hdf , le plan adf , par la commune section 
AG et par HD' , HD" , les plans AD^ , AD", on for- 
mera d'une part les angles dièdres dhgdl , d! hgc, et 
de l'autre les angles dièdres DHGD^, D'HGD^, D'[HGÇ, 
qui seront tous égaux (20G); et l'angle dièdre dhgc 
sera à l'angle dièdre DHG C comme le nombre des parties 
contenues dans l'angle cA^est au' nombre des partiee 
cotitenues dans l'angle CHD. 

Si les angles dièdres bgac et BGAC n'étaient pat 
commensurables entre eux, un raisonnement absolument 
semblable à celui du n° 1 09 , prouverait que leur rapport 
ne saurait être ni plus petit ni plus grand que le rapport 
des angles chd et CHD. Il résulte donc de là qup 
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Vangle dièdre a pour mesuré V angle plan formé par 
deux droites menées dans chacune de ses faces ^ per^ 
pendiculairement à leur commune 'section et par un 

fnême point de cette droite. 

Il est évident que les angles dièdres jouissent des 
tnêmes propriétés que les an^es plans qui les mesurent ; 
les angles dièdres LGHI et BGHC^ par exemple , op- 
posés par l'arête GH , sont égaux ^ ptiîsqu^ils ont pour 
mesures les angles plans CHD et tHF^ opposés par 
le sommet. 

âo8. Corollaire, Un plan CD mené par la ligne FG 
perpendiculaire au plan AB^Jig, ii4»'ne penche d'an-^^* '^^ 
cun côté de ce dernier^ auquel il est par conséquent 
perpendiculaire) car si on mène dans té plan AB-^ per- 
pendiculairement à C£^ la droite FK, et (pi'ôn la pro- 
longeen K\ les angles GFKet GF/T, étant droits (196), 
il résulte du numéro précédent que les angle^s dièdres 
BECD et A CED, formés par le plan CD, sur les deux 
parties AE et CB du plan AB , sont égaux comme 
droits. 

Il est visible que par la droite CE > pii^e dans le plan 
AB , on ne peut élever peipendiculairçme^t sur ce plaa 
que le seul plan CD, 

909. Théorème. Si.^ par un point quelconque de la 
commune section CE des deux plans AB , CD , qui se 
rencontrent à angle droit, on élève, perpendiciilaireipent 
au premier, une droite FG, cette droite sçrA comprise 
dans le second. 

Démonstration. En effet si elle n'y. était pas, on 
pourrait encore par cette ligne et par la ligne CE 
mener un second plan perpendiculiai^e i JiB , ce qui est 
absurde (n** précéd.). 

La droite FG est d'ailleurs perpendiculaire sur la 
commune section ( n^ 19$ )• 

aïo Corollaire. Il suit de là que Tintersection GH 
Jign ii5^ de deux plans CD et EF ^ perpendicuîairesFIG. "5^ 
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isL perpendiculaire RS , et que Ton conçoive le plan 
GRS, la figure GHSR sera un parallélogramme rec- 
tangle (âi5)j et donnera par conséquent GH=±RS. 

917. Théorème. Si' deux droites qui se coupent sont 
parallèles à deux aiitrëé droites qui se coupent^ le plan 
déterminé par lés dëujt premières sera pàtâdilèle à celui 
que déterminent' lés deuît autres. 

Démonstration. En. effet, si les droites ^Tilf et H/iL 
sont parallèles aux droites j4P et y4Nf et que Ton abaisse 
du point H, perpendiculairement au plan jéB, la droite 
GH^ elle sera peirpêndiculaire sur chacune des droites 
GL et Gly menées dans ce plai^ parallèlement aux 
droites jiP et AN y et qui seront parallèles aux droites 
1191 et \JSJf{ (ao4} ; la ligne GH sera donc aussi perpen- 
diculaire sur* ces dernières, et par Conséquent sur le plan 
CD quelles déterminent (196) : les plans AB et CÛ 
. étant alors perpendiculaires à la même droite GH^ 
seront donc pardlèles (âi4)- 

221 8. Corollaire. H suit de là que par deux droites HQ 
FiG. lîg-et GI,Jig. 1 19 , qui , ne se coupant point et n'étant 
point parallèlea, ne sauraient être comprises dans un 
même plan , on peut toujours faire passer deux plans 
parallèles , dont la plus courte distance donne celle des 
dçlix droites proposées. 

En effet, si l'on mène par un point quelconque T 
de la droite HQ, ùiie ligne TD parallèle à G/, et par un 
point quelconque R delà droite G/, une ligne RO pa- 
rallèle à HQ , les droites HQ et TD , respectivement 
parallèles, atix droites HO et G/', détermineront un 
plan psurallèle à cèliû.qui passera par ces dernières. 

* Il est visible que les droites HQ et G/ ne peuvent 
8*approcher de plus près ique ces plans. 

a 19. Remarque. Si par un point quelconque R^e 
la droite G/, on mène une perpendiculaire /Î5 sur le plan 
CD, le plan G5, passant par SR et par G/, sera en 
même temps perpendiculaire sur CD et sur AB (a 16), 
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rencontrera le premier^ suivant une àxpite.HK paral- 
lèle à GI (aiS), et qui coupera la droite HQ au point 
M , où celle-ci s*approche le plus 4^ Ç/^ car si d^ 
jpoint H on abaisse sur GI la perpendic^aire HG, elle 
sera perpendiculaire au plan AB (aii);et par çon^éK 
qaentaussiauplanCI>(!)i6): elle mesurera donc la plui < 

courte distance des.plan^ et des droites. . 

Il £iut bien observer qu'elle est pBrpeqdiculaire en 
mêmetemps aux deux droites proposées^Q et G/ ( 1 96). 

;aao. Théorème. Deux droites GjRT, et //CçQmprises 
entTQ deux plans parallèles jiB et E^yjig, 190^ sontFIG^iM^ 
toujours coupées en parties proportionnelles , parqua 
troisième plan CDy parallèle aux deux premiers. 

Démonstration. Pour le prouver., on, joip4ra d'abord 
le point H et le point / par ime droite HI ^ puis on tirera 
dans le plan Gi^, par les points X^ M^N, oùlesdroites 
CH, HI, IK^ le i:encontrent^ lear droites; LM et MN, 
que l'on pourra considérer comme les ÎAtersections du 
plan CD avec les plans triangulaires GHI^MIKy et qui 
seront par conséquent parallèles aiuc droites G/ et HK ^ 
dans lesquelles GHI rencontre AB, et UIK rencontre 
£F(ai5). Le triangle GHI ayapt donc ses côtés GH 
et HJ coupés par la ligne LI^ parallèle à GI, donnera 

HL : LG :: hm : mi, hl : eg :: hm : hi:, 

MN étant parallèle à HK , le triangle HlfC donnera 

HMiMi :: KN\ NI, HM: m :: kn: ki, 

d'où l'on conclura, conformément à l'énoncé , 

BL : LG :: kn : m, hl : hg :: kn : ki, 

aai . Lorsque plusieurs plans j4SB, BSC, dSD, DSE, 
ESF, FSG, GSA, Jig. 121 , qui passent par le même FIG. i%t 
point S , se rencontrent deux à deux, l'espace qu'ils 
comprennent entre euX , indéfini' dans le sens opposé au 
point 5, se nomme ordinairement angle solide, mais fe 
crois devoir Y a^'^eXer angle polyèdre ou angle à plu-« 
sieurs faces, par la raison que j'ai déjà donné le nom 
di angle dièdre, ou angle à deux faces, à celui qu« 
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soit toutes les deux. Ces prolongemens donneraient xm 
nouvel angle trièdre , dans lequel l'angle dièdre formé 
mir Tarête SB , serait ou le supplément de CSBA , 
ou la continuation de cet angle (207). La même cons- 
truction opérerait un changement analogue sur Tangle 
trièdre S^AB'C. 

aa4* Théorème. Deux angles trièdres SABC et 
S^A^ff'C', formés par trois angles plans égaux et sem- 
blablement disposés entre eux^ sont égaux dans toutes 
leurs parties. 

Démonstration . En effet, ayant fait coïncider les faces 
égales ASB ttA^'S^B", par les arêtes AS et A^'S", les 
faces égalée AS Cet A" S" C, qui sont également inclinées 
eur les précédentes (n** précéd.), coïncideront aussi ; et 
â cause de l'égalité des angles plans ASB , A^S^B^ ASCy 
A'S"Cy lesar^tes SB et 5*^^ SC etS^C% coïncideront, 
et par conséquent aussi lesfaces BSC et B''S"C", déter- 
minées par ces arêtes. 

aaS. Remarque, Il est bien important d'observer que 
la coïncidence des angles trièdres ne peut avoir lieu que 
dans le cas où les faces égales sont semblablement pla- 
cées dans l'un et dans l'autre \ c'est-à-dire lorsque tous 
deux étant posés sur des faces égales , et ayant leur 
sommet tourné du même côté, les angles dièdres égaux 
sont ouverts dans le même sens , ainsi que cela arrive à 
l'égard des angles 5^J?C et S"A"B"C\ mais non pas à 
l'égarddes angles 5^^ Cet S'^^'^'C'.Dansce dernier, 
l'angle dièdre CB S' A' y compris entre les angles plans 
A'S'B' , B'SC , a son ouverture en sens contraire de 
celle de l'angle dièdre CBS A , qui lui est égal comme 
compris entre les angles plans ^5^, BSC , respective- 
ment égaux aux précédens; et Ton voit bien qu'il est 
impossible de faire coïncider ces deux angles trièdres. 
L'égalité des triangles ^i?C et A'B'C y sur laquelle 
repose celle des angles dièdres formés par des angles 
plans égaux, subsiste toujours, parce que si on les con- 
çoit détachés de l'angle trièdre ^ on peut retourner le 

plan 
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plan du second pour l'appliquer sur le premier, renver- 
sement qui né peut avoir lieu à Tégard des angles pCH 
lyèdres. On ne peut doiic conclure l'égalité des angles 
ixièdres S ABC et SA'&C que de celle de leurs paitiea 
constituantes ,' et parce qu'il n'y a pas de raison pour 
qu'ils diffèrent l'un de Vautre , étant formés des mêmes 
angles plans et des mêmes angles dièdres. 

Comme leur différence ne résulte que d'une simple 
tx^nspositiôn de parties, c'est-à'-dire de ce que Tordre des 
angles plans de l'un étant ASB , ASC y CSB , celui des 
angles correspondans de l'antre est A' SB , CSB' , 
. j4! S C,ie croisqu'on pourrait les nommer aiigles trièdres 
iiwevses l'un de l'autre , et dire en conséquence que , par 
rappo'jrt à l'espiace qu ils renferment, àeux angles trièdres 
inverses l'un de Vautre sont égaux (*). 

n y aurait encore à exaiùiner plusieurs cas d*égalité 
dans les angles trièdres, mais je nie bornerai à celui 
du n** précédent ^ qui suffit pour mon objet. 

2226. Théorème, La somme des angles plans qui com* 
posent un angle poljièdre convexe y c'est-à-dire dont 
toutes les arêtes sont saillantes ou extérieures, mais 
d'ailleurs quelconque , est toujours moindre que quatre 
droits. 

Démonstration, Si Ton ferme l'angle polyèdre SAB 
CDE yjig, i24i par un plan quelconque, les côtes duFIG. ii^- 



(*) Légendrcj à qui l'on doit la remarque et l'éclaircissement de 
la difficulté que présente l'egâliie des angles trièdres inverses, les 
nommci symétriques j parce qn'illes considère comme construits 
de difierVns côtés d*un même plan. En effet, si l'on retournait l'angfft 
trièdrc S^ABC pour le placer aii-dcasous de S"A'B'C\ en 
S'A'B^C" <t en faÎMnt coïncider l'angle plan AS^Bf avec son égal 
A'S'B' , par les arêtes correspondantes ,AS^ et A'S\ B Sf et 
S" S" , les deux angles trièdres présenteraient de chaque côté du plan 
jé"S"B" des espaces symétriques. Legendre a donné à cette idée 
in^ieuse des développement qui jettent un grand jour sur la 
théorie des polyèdres (ou corps 4 &8M plan^^, et pour Issqiieis 
I e renvoie à spn «uvrage. 

Géométrie, 7* éditiôv^ K 
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polygone ABCDE y formé par les intersections de ce 
► plan avec chacune des faces de Tangle polyèdre proposé, 
changeront ces faces en autant de triangles. En consi- 
dérant séparément Fangle trièdre BACS , on a 

SB A + SBC > ABC (âaa ) , 

Fangle trièdre CBDS donne de même 

SCB^SCD>BCD, 

et ainsi des autres : la somme des angles SAB , SB A , 
SBC^ SCB^ etc. formés sur les côtés ABy BC, etc. de» 
triangles ASB , BSC y etc, surpassera donc celle de» 
angles-intérieurs du polygone ABCDE y et vaudra par 
censément plus de deux fois autant d'angles droits qu» 
' . ce polygone a de côtés moins deux y au que l'angle po- 

lyèdre a de faces moins deux (Sa). Si on retranche cette 
somme de celle de tous les angles des triangles SABySBC, 
SCD y etc. composée d'autant de fois deux angles droit» 
que l'angle.polyèdrea de faces ^ il restera nécessairement 
moins de deux fois deux angles droits ou de quatre angles 
droits , pour la somme des angles plans ASB y BSC, etc- 
formés au sommet S de l'angle polyèdre S ABCDE, 

Des corps terminés par des plans, 

227. Les corps terminés par des plans se nomment 
€orps polyèdres , ou simplement polyèdres. 

On ne peut fermer de toutes parts un espace par uk 
nombre de plans moindre que quatre. Le corps SABC^ 
V¥jL,i'xS.fig. 125, compris entre les quatre planV-^5^, ASC, 
BSC y ABC y ge nomme tétraèdre. 

Tout corps dont une des faces est un polygone quel- 
conque et dont toutes les autres sont des triangles 
ayant leur sommet au même point, se nomme pyramide, 
FlG.ia6.Le corps SABCDEyfig. 126, est une pyramide /len- 
tas^onaUy parce que sa hdi&eAB CDE est un pentagone; le 
point 5, sommet commundes triangles ^5^, BSC yCSD, 
DSEy ES A y est aussi le sommet de la pjframide. hm 
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tétraèdre S ABC de la figure ia5.est lui-même uue py-KlG. ia5. 
ramide triangulaire « ^ ' . 

Les tétraèdres sont dans l'espace , ce que les trian- 
gjes sont sur un plan \ car de même qu'on fixe la posi- • 
tion d'un point sur un plan , en le liant , par un triangle , 
à deux points donnés^ on fixe celle d'un point dans 
l'espace , en le liant , par un tétraèdre , à trois points 
donnés. Voici les principales propriétés des tétraèdres, . 
jointes à quelques-unes de celles des pyramides qui 
ont la plus grande analogie avec lès tétraèdres. 

228. Théorème, Si les angles trièdres S et ^des tétraè- 
dres S ABC y S A' BC y fig, 1 26, sont composés de trian- FIG. i a5. 
gles égaux et semblablement disposés y ces tétraèdres, 
fieront égaux *, et ils le seront encore si les faces SAB et 

SAC de l'un sont égales aux faces S' A' B' et SAC: 
de l'autre , assemblées de la même manière^ et forment 
entre elles le même angle dièdre que celles-ci. 

Démonstration. 1°. Il est évident qu'en faisant coin- ' 
cider la face SAB avec la face S^ A B , les autres face» 
égales étant également inclinées sur celles-ci (223) ; 
coïncideront au§si. . t 

a**. Laface5u^-5coïncidantavec5'^'-5'^laface SAC 
coïncidera avec S'A'Cy quand Tangle dièdre CSAB sera 
égal à C'S'A'ÏÏ \ et les droites SB et S C se trouvant alors . 
confondues avec SB' et S'C, les faces SBC et S'B'C, 
coïncideront nécessairement. 

229. On donne le nom de polyèdres semblables k, 
ceux dont les faces sont despoly^nes semblables et dont 
les plans sont en même nombre , semblablement disposés 
et également inclinés les uns à l'égard des autres, ou 
forment des angles dièdres égaux ; mais po^r les té- 
traèdres , une partie de ces conditions entraîne l'autre. 

a3o. Théorème. Lorsque les triangles qui forment • 
deux angles trièdres l^omologties de àfiux tétraèdres , 
sont semblables .chacun à chacun, .et semblablement 
disposés ; ces tétraèdres spnt semblables-; et ils le seront 

K a 
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«ncore si deux faces de Fun font entre elles le même 
angle que deux Yace^ de Tautre, sont en outre sem- 
blables à celles-ci , et assemblées par des côtés homo- 
logues. 

Démonstration, i®. Si les triangles SAB, SAC, SBC, 
FIG. laS.yî^. 125, sont respectivement semblables aux triangles 
S" DE , S'DF, S'EF, et disposés de la même manière , 
que Ton prenne sur Tarête S^D , homologue dans le 
tétraèdre ^S'DfJF, à l'arête SA du tétraèdre S ABC, la 
partie S^A'-=iSA , et que par le pointa', on mène le plan 
A' B'C parallèle à DÈF, on déterminera dans le tétraè- 
dre S^DEF, un tétraèdre SAIBG semblable à S DEF 
%t égal à S ABC, 

En effet , il est évident qu'en vertu du parallélisme 
des droites A'B' et DE, AC et DF, B'C et EF (ai 5), 
les faces S'A B' et S! DE ,SAC %\ SDF, STB C et 
S'EF, situées deux à deux dans le même plan^ seront 
semblables. De plus, les triangles AÈ'C et DEF, 
siti^s dans des plans différens , ayant aussi leurs côté» 
parallèles , et par conséquent leurs angles égaux (âoS), 
seront semblables. Les deux tétraèdres St Â&C et 
S'DEFsLjsjit donc leurs faces semblables et leurs angles 
trièdres homologues formés par des angles plans égaux, 
auront > chacim à chacun , • tous leurs angles dièdre» 
égaux ( asS ) , et seront nécessairement semblables. 

Maintenant les triangles SfAffySA'C, équiangles à 
S DE et à S!DF, par construction , et par conséquent à 
SAB et à SAC, d'après l'hypothèse , seront égaux à ce» 
derniers, puisque les deux côtés homologues SA et SA 
sont égaux ( 1 8 ) ; on aura donc ainsi S*B' :=z SB , 
5'C=5C, cequientraîneral'égalité destriangles équian- 
gles S' B'C et SBC, et par suite celle des tétraèdre» 
S A B'C et S ABC (faaS). Donc enfin les tétraèdre^s 
S ABC et S'DEF, Yna égal, l'autre semblable à 
S' A B'C, sont semblables entre eux. 
- s^. Si les triangle» SAB et SAC sont semblable» amr 
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triangles S'-EŒ et S^DF, de plus ,. joints par des côté» 
homologues à ceux qui réunissent ces derniers , et que 
l'angle dièdre CSj4B soit égal à Fangle dièdre FS'DK, 
le tétraèdre S'JIÏÏC^ construit ci-déssus, sera égal à 
SABC{ji5A\ comme ayantdeuxfaces, SAB' et^' A' (?y 
égales aux faces SAB et SAC^ et formant entre elles le 
même angle -dièdre que ces dernières; le tétraèdre 5.^^ C 
sera donc encore semblable à S^DÊF. 

22? 1 . Théorème. Deux pyramides quelconques -sont 
semblables lorsque toutes leurs faces sont semblables et 
semblablement disposées. 

Démonstration.'. Si les deiûÉ pytamides SABCDE^yio,\'xi$, 
S^FGHlKyJig, ïaG, ont leurs-faoes semblables chacune 
à chacune , il ne resté plus , pour démontrer leur simili- 
tude, qu*à prouver l'égalité de leurs angles dièdres; or, 
puisque les polygones ABCDE et FGHIK , étant sem- 
blables, peuvent être partagés en un même nombre de 
triangles semblables par des diagonales menées d'un de 
leurs angles à tous les autres , le triangle ABC sera sem^ 
blable au triangle FGH: les angles^ trièdres ^ et G se* 
ront donc formés d*an|;les plans égaux, et par conséquent 
leurs an^es dièdres seront égaux (ââ3). On ferait voir 
de la même manière TégaUté des angles dièdres appar^ 
tenans aux angles trièdres C et H, D et /, etc. 

siSa. i*' Corollaire* Si Ton coupait la pyramide 
SFCHIK^^un^ltLn AB'CjyE, parallèle à FGHIK, 
on aurait une pyramide S' A'B' Ciy E semblable à la 
pjTami(ïe entière , car il est facile de reconnaître que 
toutes les faces de Tune seraient semblables à celles de 
l'autre , et semblablement disposées , puisque les trian- 
gles AlBfC ^ A'C'iy , A'iyE! i sont respectivement 
semblables aux triangles FGH, FHI, FIK y d*où il 
résulte que les bases AfB'CjyE et FGHJK sont sem- 
blables entre elles. 

Il est visible que les pyramides SÂÏÏCUE' et 
S ABCDE seront égales, si Tune des arêtes S'A de la 

K3 
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première est égalé à sa correspondant^ SA dans la se-a^ 
c-Qnde ; car les Eaces de lune et de Vautre étant sembla* 
Hes à celles de la pyramide SFGEIK\ sont semblables 
(entré elles , et doivent par conséquent devenir égales 
lorsqu'elles ont im côté commun , puisqu'en vertu du 

' n* 18 > des triangles équiàiigles sont égaux quand 
ild Dût, chacun à chacun, un côté égal*: de plus, les 
^gles trièdres de chacunede ces pyramides^ étant for- 
més d'^gles plans égaux ^ auront leurs angles dièdres 
égaux (aa3). Par conséquent lorsque les bases 
A'B^CjyE' etABCDE coïncideront, les pyramides 
SfAfB'CD'E! et 5^^CZ>£: comcideront aussi. 
En menant des plans^par les sommets 5 et y et par les 

ndia^nales^C, AD y FJ^el: F/, on prouverait encore, 
avec un peu d'attention , que les pyramide^ SABCD^, 
SA'B'CUE et S^FGHTK sont composées d un même 

• nombre de tétraèdres semblables et semblablement dis- 
' posés, et que les pyramides S'A'ff C'D'Ê et SABÇDE, 
•le sont de tétf^tèdres égauJc; d'où on pourrait aussi 

conclure que ces dernières sont égales, î 

•i II convient 4'obseryer que Tég^lité de ces- pyramide^ 

• jemporte celle des perpeïidiculaires SP et iS'JP', abaissée» 
des sommets iS et 5', sur les bases respectives. 

233. 2® Corollaire. Il suit de la similitude des faces 
des pyramides SABCDE , S'FGHJK \ que les arêtei 
de ces pyramides sontpropprtionnejles entre elles et aux * 
perpendiculaires SP et ^Ç, abaissées de^ sommets sur 
les bases \ car en comparant les faces tri^gulaires hor 
piologues^^^et^FG, SBÇetS'Gff, efc. onaur^ c^ 
suites de rapports égaux. 

SA : S" F:: ab : fg :: SB : s'G ^ 
SB : y G :: bc : gh :: se : s'h, 

desquelles on tirera celleTci : 

S4 ; S'F :: sb :S'G .: se : 57/, etc. 
:: AB : FG :: bç : gii, etc. 
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De plu8^ le par^lélisme des flsais A^ffCjyjff^ et 
Jf^GHIK donne (aao). 

ou Sji : ^'F :: sp : ^S'Q, 

puisque S'A^z=iSAy 5'/^=5P; etle rapport da 5ui : S' F 

lie cette dernière proportion aux précédentes. 

S.54* Remarque, On peut, par le moyen de es 
qui précède , trouver la hauteur d'une pyramide , 
quand on connaît les dimensions d*un trône tel que 
'FGHIKA'B'CD'E', qui reste lorsqu'on en a retranché 
la partie supérieure S'A'B' Ç'DfE\ au moyen d'un plan 
A'ÏÏCiyE parallèle à la base FGHIK. Pour cela, U 
sufHt de considérer la proportion 

A'B' : FG :: s'P' : s'Q, 

de laquelle on conclut 

ou fg^a:b' : fg :: p'ç : ^'Q-, 

les trois premiers termes de la dernière proportion sont 
donnés par le tronc même , dont P' Ç est la hauteur , et 
font connaître la hauteur ^ Q de la pjnramide entière. 

â35. Théorème, Les bases des pyramides semblables 
SA'ÏÏCD'E et S FGHIK ^ sont entre^elles comme les 
quarrés de deux arêtes homologues quelconques ^ SA' 
S' F y et comme les quarrés des perpendiculaires S'P et 
S Q , abaissées du sommet sur leur plan. 

Démonstration, Les bases étant senAblables., on a 
d'abord 
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A'B'CD'Ff : FGUIK \\ A'B' : FG (176)-, 
tuais par le n° â33 , 

A'B' :FG V.S'A'iSFV.SP' : S'Q^ 

itt par conséquent 



-.>*—• 



d'où il résulte 

R4 
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jtB'CîyE : FGtiiK : {Wa'\ ¥f\ : ^\ Y^, 

ce qui confient les deux parties dé la proposition. 

Il est visible que dans les proportions obtenues pré» 
€édemmex;t , on peut substituer, au lieu de la pyramide 
S^A R CD' E et des lignes qui lui appartiennent , la pyr 
raniide égale SABCDE. et les lignes correspondantes. 

236. Corollaire, H suit de là que les sections faitei 
à la même distance des somnjets dans deux pyramides 
quelconques, sont dans un rapport constant, quelles 
que soient d'ailleurs ces distances et les figures des bases. 
flQt laS En effet, si dans le tétraèdre de la figure ia5 , les dis^ 
* ' tances 5' Q et S' P" sont égales auxfdistances 5^ Ç et S'P^ , 
dans la pyrauiide de la figure 126, le rapport des quar- 
rés des deux premières étant égal à celui des quarrés 
.des deux dernières , le rapport des triangles DEF et 
A'B'C sera par conséquent égal à celui des pentagones 
FGHIK et A'B'CP^E! \ ensorte qu'on aura 

PEF : A'B'C :: FGHIK : A'B'CD'Bf 
pii DEFr. FGHIK :; A'B'C ; A'B'CjyEÎ, 

q!5j. On distingue encore parmi leç polyèdres, soua 
le nom de prismes , ceux qui ont deux faces opposées , 
égales et parallèles , qu'on nomme bases , ef dont 
toutes les autres sont des parallélogrammes. Le corps 
jFJG 3 27. ABCDEFGHIK , Jig. 1 27, est un pris^ie ; sa base est 
Je pentagone ABÇDEy et voici sa construction : par le 
sommet dès angles de cette base et hor$ de son plan, 
on a mené des droites AF, 3G^ etc. parallèles entre 
elles, et terminées à un plan FGHJK parallèle au plan 
ABCDE. Les arêtes AF, BG, CH, etc. prises deux 
à deux, déterminent les face§ AFGB y^BGHC , etc. 
qui sont des ^parallélogrammes , puisque les droites AB 
^t FG , BC et GHy sont parallèles deux à deux (2i5).. 
Il est visible que le polygone FGHIK , formant la base 
supérieure du prisme , est égal au polygone ABCDE , 
formant la base inférieure: car ils ont lejirs côtés et 
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li^urs angl€s égaux diacun à chacun (2i5 ). Par la mêmA 
raison , la section faite *dans le prisme proposé par tout 
plan parallèle à sa base ^ sera aussi égale à cette base. 

On doit remarquer que chaque angle polyèdre 3*un , 
prisme n'ert composé xple de trois angles plans. 

Un prisme dont les arêtes sont perpendiculaires stir 
jsa. base , est droit; les autres sont obliques, 

a38. Le prisme ABCDEFGH.fig. ia8, qu'on dési-FIG. i%K 
gnerài t aussi par^G, et dont la base AB CD est unparallé- 
iogramme, se nomme para/fe/epipëde; ses faces opposées, 
ABFEy CDHG, par exemple , sont égales et paraîlèleè. 
Leur égalité est évidente d'après la construction du 
prisme ( 237 ) , et leur parallélisme résulte de celui dès 
côtés des Angles jEAB , HDC, égaux entre eux (217). 

a^q. TTiéorème, Un polyèdre compris entre six plans, 
parallèles deux à deux , est un parallélépipède. 

DcmonstratioTu 1®. Le plan ABFE coupant les deux 
plans parallèles ABCD et EFGHy suivant les droites AB 
jBt EF parallèles entre elles ( 2 1 5 ) , et les plans parallèles ^ 
ADHE et BCGFy stdvant les droites AE et '^F paral- 
lèles entre elles , la figure ABFE est nécessairement un 
parallélogramme. On montrerait de la même manière que 
chacune des autres faces du polyèdre AG est un parai-» 
iélogramme. 2**. Lescôtjés AB et Z>Cétant opposés dans 
Je parallélogramme ABCD sont égaux ; les côtés HD 
et AE , CG et BFy le sont aussi comme opposés dans les 
parallélogrammes ^Z^aE, BCGF\ enfinlesangles CDH 
et BAE, DCG et ABF ^ sont égaux comme ayant leurs 
côtés parallèles et leur ouverture tom'née dans le même 
aens (aoS) ; les parallélogrammes opposés, ABFE et 
CDHG , ayant ainsi , chacun à chacun, trois côtés et- 
deux angles égaux, seront donc égaux (85). 

240. Théorème. Si les angles trièdres B et B' des 
prismes AI et AP,fig. 1 27, sont composés de polygones FJ^^- i^y* 
^gaux et semblableraerit disposés, ces prismes seront 
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Djéinonstration, ti est visible que lorsque la èoinei*- 
dence des angles trièdres B et B^ sera établie (ââ4) , les 
faces ABCDE et A'B'CD'E/y BCHG et B'CffG', se 
trouvant confondues, les droites CZ> et Ciy , CH et 
C^/r coïncideront néôessairement , à cause ,de l'égalité 
de ces faces. Mais les lignes CD et CH détermi- 
nant la face CDIH , et les lignes Ciy et CH' la face 
correspondante C'D'I'H' , il s'ensuit que ces faces coïn- 
cideront aussi. On prouverait de même que tous les autres 
parallélogrammes du prisme AI doivent se confondre 
avec ceux du prisme AT , d'où il résulta que les poly- 
jgones FGHJK etF'GffTK!^ coïncideront aussi , puis- 
que les côtés du premier se trouveront confondus avec 
ceux du second. 

24 1 • Remarques, Je passe maintenant aux polyèdreà 
de figure quelconque. On peut toujours, en joignant 
par des droites , le sommet d'un de leurs angles à tons 
les autres., et divisant toutes leurs faces en triangles, 
les partager en pyramides triangulaires qui ont pour . 
faces des plans menés de ce point aux arêtes , et aux 
diagonries des faces du corps proposé. L'inspection 
FIG 1a9.de \eL Jig, 139, rend la chose évidente. Le polyèdre 
ABCDÈFG se trouve partagé dans les cinq pyramides 

G ABC, GABF, GAEF, GAEC, GEDC, 

dont le sommet est au point G , et qui se forment en 
joignant d'abord ce point avec les sommets AyB, C, 
D y E y des autres angles polyèdres, ce qui donne les py- 
ramides G ABCDE y GABF, GAEF, ayant pour base 
les diverses faces qui ne font point partie de l'angle po- 
lyèdre G ; et partageant ensuite en triangles celle dé ces 
faces qui a plus de trois côtés , on a les bases des pyra- 
mides triangulaires désignées précédemment. 

Je ne m'arrêterai pas à prouver que deux corps com- 
posés d'un même nombre de pyramides triangulaires 
égales et semblablement disposées, sont égaux; mais je 
ferai remarquer , par analo^e , avec ce qiii a été dit 
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«arles polygones dans le n* 91 , qu'un polyèdre quel- 
* conque est déterminé en donnant les somoiets de troU 
.de ses angles polyèdres , et leurs distances à tous les 
Autres (227) . Il suit de laque N désignant le nombre des 
angles du polyèdre , sa détermination a];)splue dépend 
.des 3 (iN^— 3) lignes menées aux angles du triangle 
pris po^r base , et des trois côtés de ce triangle , ce 
.qui fait en tout 3iV— 6 données. • 

242. Théorème, Deux polyèdres qui sont composé» 
4'un même nombre de pyramides semblables et sembla- 
jslem^nt disposées, sont semblables. 

2>emon5^arioji.Soientlesdeuxpolyèdres^iîCD£JFG, 
la b cdefg , fig, 1 29 , composés d'un même nombre de fiQ, ,^ 
pyramides semblables, 

QABCDE et gabcde, 
GAEF et gaef, 

G4PF et gai/(^, 

^ontles sommets sont aux points Gygy etsemblablement 
jdisposées; il faut prouver que toutes les faces de l'un 
jies corps sont semblables à x^elles de l'autre , sembla- 
))lement disposées^ ejt foraient dés angles dièdres 
.égaux (2&9'). 

En jetaût les yeHX sur la figure , on voit d'abord que 
toutes les faces des deux polyèdres sont ou des faces 
semblables de p3rramides homologues', ou composées 
d'un même nombre de çee faces , se^iblablement dis- 
posées entre elle^.. 

Les faces telles que ABCDE et abcde , sont dans 
le premier cas, puisqu'elles appartiennèùt auxp3rramides 
GABCDE et zabcde ^ situées de la même manièiv 
^dans l'un et dans l'autjre polyèdre. - — 



^* 



(*) Pour aidci* leiecteur à conceToir les pyramides comprises dans 
jriiacun des polyèdres, ]a première lettre désigne toujours le sowr 
fjfffif, tt Us autres font connattrfi la base. 



n en êftt de même des faces ABF, abf, commtoiev 
amx poJyèdre6 et aux tétraèdres GABF et ga bf. 

La similitude des {sLces DEFQ et defg se rapporte 
au second cas , parce qu'elles sont respectivement for- 
mées des triaiigles DEG et EFG, de g et efg , ap- 
partenans auxpjrramides GABCDE et GAEF, gabcde 
et gaef, dont les deux premières sont semblables aux 
deux dernières, n en sera dé même des faces BFGCet 
^fg^y composées des triangles BCG et BFG, bcg et 
bfgy appartenans aux pjrramides GABCDE et GABF, 
gabcde et gabf. 

Un semblable raisonnement prouverait la similitude 

de toutes les faces des polyèdres^ en quelque nombre 

qu'elles fussent. 

On s y prendra de même pour reconnaître Tégalité 

des angles dièdres que ces faces comprennent. Les uns 

sont égaux ^ parde qu'ils sont communs aux polyèdres 

et à deux pyrariiides semblables : tels sont les angles 

GDEA et g de a y faisant partie des polyèdres et des 

pyramides GABCDE et gabcde : tels sont encore 

les angles GEFA et gefa^ appartenans aux tétraèdre» 

GAEFetgaef. • 

Les autres angles sont égaux parce qu ils sont fcmnéi 

de la réunion d'un même nombre d'angles égaux comme 

appartenans à des p^amides semblables : tels senties 

angles BFAE et bfae , composés respectivement des 

angles BFAG et GAFE, et bfag etgcfe, appartenans 

aux pyramides GABF et GAEF, gabf et gaef.hd 

même raisonnement aurait lieu^ quel que fut le nombre 

d'angles des polyèdres; il pourrait arriver que ces an^es. 

fussent comppséi de plus. de. deux angles des pyramides > 

mais la démonstration ne changerait pas dans ce cas : 

on remarquera d'ailleurs son andogie avec celle du 

n® 88, qui se rapporte aux polygones (*). 



(*) IX faut bien remarquer que parmi tontes les conditions corn* 
prises dans la dc^finition des polyèdres semblables, rapporta au no a^ 
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s4S* Théorème, Lorsque deux polyèdres sont sem- 
fclaMes , ils peuvent être partagés en un même nombre 
de tétraèdres semblables et semblablement disposés. 

Démonstration. Il est d*abord évident que si dans 
le» faces semblables des polyèdres proposés y on joint 
les angles homologues par des diagonales ^ on formera 
•iir ces faces un inème nombre de triangles semblables 
et semblablement disposés. Choisissant ensuite sur les 
deux corps deux faces semblables, et prenant dans 
chacune un angle homologue , pour le joindre à tous les 
autres du corps dont il fait partie , les polyèdres pro- 
posés seront partagés en un même nombre de tétraèdres . 
semblablement disposés, et dont toutes les bases seront 
semblables. 

Ces tétraèdres pourront se diviser en deux classes^ 
les uns auront deux faces communes avec les polyèdres, 
et comprenant entre elles des angles dièdres égaux 
comme appartenans aux polyèdres ; ils seront donc 
semblables. Dans cette classe sont les tétraèdres 
OCDE et gcde , dont les faces , GDC et GPE, gdc et 
gie y sont semblables comme triangles homologues des^ 
feces semblables DEFG et defg des polyèdres , et 
. comprenant les angles dièdres CGl>E, cgde , apparte- 
nans aux polyèdres. 

Les tétraèdres de la seconde classe sont composés de 
fîices homologues des tétraèdres de la première, et com- 
prenant des angles formés par la différence d'angler 
égaux de ces tétraèdres, et d*angles égaux des polyèdres. 
]>e ce nombre sont les tétraèdres GAEC , gaec, £a 
effet , la comparaison des tétraèdres GCDE et gcde , 
dont la similitude a déjà été démontrée , prouve que leê^ 

il y en a toujours quelquesHincs qui r^ultent nécessairement des 
autres ; mais il eût été trop long de discuter en détail ces diverses 
^rconstances , pour lesquelles on fera bien de consulter la dernière 
édition anglaise de PEnciidt de R. Simson , ou les EMmcns de Geo- 
in^trie de Legeiidre*. 
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triangles GECet ge c sont semblables y et-que les angléf 
dièdres DCGE et dcge sont égaux ; la comparai^ti; 
des tétraèdres G ABC et gàb c ^ qui ont aussi defbt 
facescomniiunesavecilespolyédrés, savoir i5CG et j4BC 
pour le premier , bcg et abc pour le second ^ prouve la 
similitude des triangles ACG et acg, ainsi que Végalité 
des angles dièdres BCGA et bcga. Maintenant si des ■ 
angles dièdres BCGD et bcgd , égaux > puisqu'ils sont 
formés par dés faces homologues des polyèdres , on re- 
tranche respectivement les angles DCGE et dcge, 
BCGA et bcga , dont on a déjà montré l'égalité, les 
angles dièdres restans , ACGE et a cge , seront égaux ; 
par conséquent les tétraèdres GAEC et gaec seront 
semblables. De pareilles considérations rendraient évi- , 
dente la similitude de tous les tétraèdres qui n'ont pas 
deux faces communes avec les polyèdres. 

Il est bon de remarquer la similitude des triangles 
*ACG et acg , formés par les diagonales des polyèdres , 
parce qu'il en résulte que les sommets des angles po- . 
lyèdres, A,GyC,a,g,c, homologues dans des faces 
semblables ) sont semblablement placés, les uns par 
rapport aux autres , dans tous les plans .qui les joignent, 
et qui sont eux-mêmes semblablement placés et égale- 
ment inclinés par rapport aux faces qu'ils rencontrent. 
On en conclut que les sommets de ces angles sont sem- 
blablement placés dans les deux corps, ainsi que par 
rapport aux faces homologues , et sont par conséquent 
homologues dans les corps. Cette démonstration est en- 
tièrement analogue à celle du n° 89 , relative aux poly- 
gones. 

fl44- Théorème. Les arêtes homologues des polyè- 
dres semblables sont proportionnelles , ainsi que les dia- 
gonales des faces homologues , et les diagonales inté- 
rieures aux polyèdres. 

Démonstration, En effet, si l'on compare successive-' 
ment les faces homologues BCGF et bcgf , et le& 
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tri^gléâ AGC et agc , on aura ces deux suites de rap^ 
ports égaux : 

JBC: bc t- BF: bf:: fg :fg :: bg : bg :: gc: gc, 
' GC: gc :: AC: ac :: AG lag , 

qui se lient ei^tre elles par le rapport commun GClgc,^ 
et que l'on combinerait de même avec les suites de rap- 
ports égaux déduits de la comparaison des autres face» 
homologues. 

-245* Remarque, Je n'entrerai .dans aucun détail sur 
la mesure de Taire des surfaces qui terminent les po- 
lyèdres^ puisque ces aires étant celles de figures planes , 
•'évalueront toujours par les propositions de la II' sec- 
tion de la V^ partie. J'observerai seulement que la 
«omme des aires des parallélogrammes qui enveloppent 
un prisme^ sans y comprendre les deux bases ^ est égale 
au produit de l'une des arêtes AF , BG, CH, etc. de 
ce prisme , fig- 127 , par le contour de la section FIG. 1271 
LMNÔP , faite par un plan qui leur est perpendicu- 
laire. En effet 9 il suit du n'' 196 que les côtés LM^ 
MIN, NO y etc. de cette section , sont les hauteurs des 
parallélogrammes ABGF, BCHG, CDIH, etc. en pre- 
nant pour bases les arêtes AF, BG, CH, etc. ; on aura 
donc 

ABGF= 2f X LM, BCHG =iBG:><^ MN , etc. ' 

•t coiÀme les arêtes AF , BG , etc. sont égales entre 
•Ues f la sonune des aires des parallélogrammes qui en- 
Teloppent le prisme , sera égale à l'une d'elles^ multi-* 
pUée par Ljftf-I- ilfiV+ etc. 

!s4^. Théorème. Les aires des polyèdres semblables 
sont entre elles comme les quarrés des arêtes homo- 
logues. 

Démonstration. Chacune des faces du premier po- 
lyèdre est à sa correspondante dans le second , comme 
le quarré de Yuvl de tes eôtés est au quarré du côté 
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homologue de l'autre ( 176) ; mais ces côtéd étâùt dëi 
arêtes homologues des polyèdres y sont , d*ua polyèdre 
à l'autre , dans le même rapport (a44) > leurs quarrës 
formeront donc une suite de rapports égaux ; et ces 
rappoits étant aussi ceux dès faces homologues ^ il en 
faut conclure que ces derniers sont égaux entre eux.- 
Par conséquent^ la somme des faces du premier polyèdre 
est à la somme des faces^du second , comme une quel-" 
conque des faces de l'un est à la correspondante de 
l'autre , ou coinme le quarré d'une arête du premier 
polyèdre est au quarré de l'arête homologue du second. 
Substituant dans cette proportion , à la place des sommes 
des faces, les aires totales des polyèdres qu'elles fer- 
ment , il en résultera que ces aires seront enti'e elles- 
dans le rapport des quarrés des arêtes homologues. 

De la mesure des volumes* 

s47' L'espace renfermé par la suiface db polyèdre y 
ou occupé par ce corps ,. est généralement désignée sont 
le nom de volume (*). Quand on considère un yase on 
im corps creux , on désigne encore le volume par te 
mot capacité. Parmi des corps de formes trèa-diffé-' 
rentes, il s'en trouve d'équivalens en volume ou- en 
capacité y. comme il y -a des figures planes de formes 
différentes et d'aires équivalentes (iS^). 



(*) Ce mot , compris par tons ceux qni entendent la langue fran^ 
«aise , m^a para prëférahlc an mot solidité , qui , dans J''Lisage oidî- 
naire , est employé dans une autre acception. Ce n^est que lonqne 
la langae n'ofiFre pas de mots propres à rendre une idée , qu'il pem 
être permis d'en créer de nouveaux , ou de détourner de sa signifi- 
cation quelque mot connu. La multitude des termes- techniques «tant 
un des plus grands obstacles qui s'opposent à la propagatioa det 
•ciences , on ne saurait trop en diminuer le nombre. Puisque tout le 
monde comprend ce que c'est que le voïnme d'un corps , pourquoi 
l« désigner par le mot solidité , qui rappelle plutôt l'idée de la rwis- 
liiDCc ans diverses causes de destructioa ? 

1248. 
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- -ujfi. Théorème, Deux parallélépipèdes construits 
«UT la même base , et terminés supérieurement par le 
même plan parallèle à leur base ^ sont équiyalens en 
Yolume. 

Démonstration, Il y a deux cas à considérer: dans 
l'un, que représentent les deux figures i5o, et dont*^*^* 
je m'occuperai d'abord, les parallélépipèdes proposés, 
jiG et AL , sont renfermés latéralement entre les 
mêmes plans parallèles, AK et DL. Dans cet état 
de choses , il est visible que les prismes triangulaires 
AEIDHM etBFKCGL sont égaux (240); car les 
triangles A El et BFK , qui leur servent de bases , sont 
égaux ( 16), à cause des parallèles AE et BF, AI et 
BK , efles parallélogrammes AEHD et BFGC, AIMD 
et BKL€ sont aussi égaux (238). Si donc on retranche 
du polyèdre u^Z/, d'une part le prisme AEIDHM, et 
de l'autre le prisme BFKCGL , les parallélépipèdes 
restans, ABCDEFGH et ABCDIKLMy o\x AG et 
AL , seront équivalens. 

Le second cas se trouve représenté dans la figure i3i,'^^* '^'' 
où les deux parallélépipèdes ABCDIKLM et 
ABCDNOPQ ,' n'ont de çonmiun que leur base 
inférieure ABCD et le plan qui contient leurs bases 
supérieures IKLM et NOPQ. Il se ramène au précé- 
dent en prolongeant les plans ABIK et DCLM , en 
même temps que les plans ADQN et BCPO , pour 
former le parallélépipède ABCDEFGH (aSq) , qui 
se trouve premièrement équivalent au parallélépide 
ABCDIKLM comme étant renfermé latéralement entre 
les plans parallèles AK et DL. I*e même parallélé- 
pipède ABCDEFGH, considéré comme compris entre 
les plans parallèles J?P et -^Q, est aussi équivalent 
au parallélépipède ABCDNOPQ -, les parallélépipèdes 
ABCDIKLM et ABCDNOPQ, ou AL et AP, sont 
donc équivalens entre eux. 

' 2î49- Corollaire, Par le moyexi du théorème précé-; 
Géométrie* 7' édition. L 
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dent^ on prouve que tout paraUélépipède AL dont le» 
arêtes Af'y BK ^DM ^ CL^ sont inclinées sur la base , 
est équivalent à un autre, APy construit sur la même 
base, mais dont les arêtes AN^ BO, CP , ^Q> sont 
perpendiculaires sur cette base. 
FiG«i33. On 'peut ensuite transformer ce dernier ^^g*. i3a, en 
un autre, ABRSNOTU, ou AT, ayant pour base 
le rectangle ABUS, équivalent au parallélogramme 
ABCDy et dont les arêtes soient encorç perpendicu- 
laires sur sa base \ car si Ton considère les parallélépi- 
pèdes AP et AT, comme ayant pour base conunune \% 
parallélogramme ABQN , ils rentreront dans le pre<- 
mier cas du numéro précédent. 

Il est évident que toutes les faces du parallélépide 
AT sont des rectangles : on le nomme , à cause de 
cela, parallélépipède rectangle^ et on conclut de ce 
qui vient d'être dit , qjiun paraUélépipède quelconque 
etun parallélépipède rectangle , construits sur des bases 
équivalentes , et terminés par un même plan parallèle 
à leurs bases, ou de même hauteur^ soiU équi- 
ifalens, 

La hauteur d'un prisme ou d*un parallélépipède est la 
perpendiculaire menée entre les deux bases. 

a5o. Théorème, Si Ton forme sur la base d'un prisme 
triangulaire un parallélogramme , et que Ton élève sur 
ce parallélogramme , pris pour base, un parallélépipède 
de même hauteur que le prisme triangulaire, celui*-ci 
sera la moitié de l'autre. 

Démonstration, Soitle prisme triangulaire ABCEFG, 
Jig, 128*, si Ton achève sur sa base le parallélogramme 
ABCDy qu'on élève par le point D la droite DH paral- 
p.Q laSj lèle aux droites AE, BF , CG, et terminée au plan de 
la base supérieure EFG du prisme proposé , les plans 
AEHD et DHGC, respectivement parallèles aux plans 
GC et BFAEFB (217) compléteront le parallélépi- 
pède, et formeront, avec le plan AEGC, uu^ second 
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^Tîsm« triangulaire ADCEBG , dont les partred consti-^ 
tuantes seront les mêmes que cellesdu prisme ABCEFG, 
En effet les bases triangulaires sont les mêmes , la face 
ACGE est commune et les autres faces parallélo* 
granmies sont égales ^ comme opposées dans le paral- 
lélépipède. On ne peut cependant pas conclure du 
n® 240 9 Tégalité de ces prismes , parceque leurs faces 
ne sont pas semblablement disposées. Il n*y a que les 
angles trièdres tels que H et B , diagonalement opposés 
dans le parallélépipède , qui soient entièrement formés 
d*angles plans égaux. En comparant la position de ceux- 
ci ( 223 ) on reconnaît que les angles dièdres AEHG 
et GCBA, DHGE et F BAC, AEGH et EACB , 
sont égaux. On yoit par-là que le prisme triangulaire 
ADCEHG est construit au-dessous du plan EHG sur 
les mêmes parties qui constituent le prisme ABCEFD, 
au-dessus de -ABC, et que par conséquent ces deux 
polyèdres, compris dans la classe de ceux qui ne peu- 
vent coïncider (226), doivent renfermer le même es- 
pace : le volume de chacun d'eux sera donc la moitié 
de celui du parallélépipède qu'ils composent (*). 

261. Corollaire, Il suit de laque deux prismes trian- 
gulaires de même base et de même hauteur sont équi- 
valens , puisqu'ils sont moitiés de parallélépipèdes équi- 
valens. 



(*) Si on ne regarde pas cette lëgalîté comme ^dente , on la 
prouvera ainsi qu^'û suit : Par les extrémité ^, E, d'une arête du pa- pT/« 93 

ralkilépipède ^^y^^". 1 33, on mènera des plans perpendiculaire^ à 
cette arcte, et on formera ainsi le parallélépipède ^E , dont ics arêtes 
•ont perpendiculaires sur la hoseAMNO, et que le plan DBUF 
partageendeuxprismestriangulaires^03f£:£/,iXfZV^0/Ar/;,^yi(]em^ 
mfent tfgaux , car leurs faces sont égales et semblablement disposées 
et leurs angles dièdres correspondans sont égaux ^ chacun de ces pris« 
mes est donc la moitié du parallélépipède JYE , et par conséquent' 
aussi la moitié du parallélépipède BU y puisque ces deux parallélé- 
pipèdes sont équivalensy comme ayant des bases équivalentes ADUE 

La 
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252. Théorème, Si on coupe un tétraèdre SABC i 
'l^*i3i*Jlg, i34, par des plans parallèles à sa base ABC^ et 
équidistans^ on pourra former, pour chaque tranche 
telle que ABCFGH , un prisme extérieur ABCDEH 
ou AH y et un prisme intérieur ab CFGH ou aH^ de 
manière que la sonune des premiers diffère aussi peu 
qu'on voudra de celle des seconds , et par conséquent 
aussi du tétraèdre. 

Démonstration, Ces prismes se forment en menant 
par les points^ et B , F et G , L et M, etc. des droites 
AD et BE , la et Kb , Of et Pg, etc. parallèles à 
l'arête CS \ et ils ont tous pour hauteur l'épaisseur dq» 
tranches. La différence des prismes AH et aH est le 
prisme AG fotmé sur le trapèze ABba, différence des 
triangles ABC et abC\ celle des prismes FN etfN, 
est le prisme FM formé sur le trapèze FGgfy 
différence des triangles FGH et fgH : il en est de 
même sur chaque tranche du tétraèdre , excepté la der- 
nière , SQRT, qui ne donne point de prisme intérieur. 

Maintenant il est visible que la différence entre la 
somme des prismes extérieurs et celle des prismes inté- 
rieurs , est égale à la somme des prismes AG, FM, LR , 
et QSy tous de même hauteur, et ayant pour base les 
trapèzes Ab, Fg, Lm , et le triangle QRT\ mais la 
somme de ces prismes est égale au premier prisme exté- 



AQLE ,et même bautenr. Cela posé, il est facile <^e voir que les py- 
ramides quadrangiilaires^il/i5i>0 elEIFUL , sont égales comme 
ayant , chacune h chacune , toutes leurs faces égales , semblablement 
disposées et leurs angles dièdres correspondans égaux j et si on les 
retranche alternativement du corps AMOEFH , les restes seront Icff 
deux prismes triangulaires ^03/^/y/, ABDEFHi ces deux prisme» 
sont donc équivalens , et le premier étant k moitié du paraHélcpipède 
lYE , le second est par conséquent la moitié du parallélépipède DF 
équivalent au précédent. 

• Celte démonstration très-simple paraU avoir clé trouvée en premier 
lieu par M. Ampère, alors profcssemrà l'Ecole centialt de Lyoïu 
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rieur, car les prismes QS et IT, LTetfNy FN et 
nH, sont égaux deux à deux (240), et il résulte de là 
que , 

QS + LR= IT+ LR - LT, 

LT+FM=fN + FM=FN, 

FN-^AG=aH+AG=AHou ABCDEH. 

Comme rien ne s'oppose à ce qu'en prenant les plans 
coupans aussi près qu'on voudra les uns des autres , on 
ne rende de plus en plus petite l'épaisseur des tranches , 
on pourra faire ensorte que la différence entre la somme 
des prismes extérieurs , et celle des prismes intérieurs , 
devienne moindre qu'un prisme donné , quelque petit 
qu'il soit. Mais le tétraèdre S ABC étant plus grand que 
•la somme des prismes intérieurs et moindre que celle des 
prismes extérieurs , il s'ensuit qu'on pourra toujours faire 
ensorte que sa différence à l'une quelconque de ces 
sommes, différence nécessairement moindre que le 
prisme ABCDEH y devienne moindre qu'un prisme 
donné , quelque petit qu'U soit. 

253. Théorème. Deux tétraèdres de même base et de 
même liauteur, sont équivalens. 

Démonstration. Si l'on conçoit que sur chaque té- 
traèdre SABC , S A B* C y on ait construit une suite de 
prismes extérieurs correspondans, ces prismes, compris 
entre des plans parallèles , ont nécessairement même 
hauteur *, les sections qui leur servent de base étant res- 
pectivement à même distance du sommet, ainsi que les 
triangles équivalens ABC^ AB^C,hsLses des tétraèdres, 
sont égales chacune à chacune (î^36) : les prismes exté- 
rieurs correspondans sont donc équivalons ; par consé- 
quent la somme des prismes extérieurs d'un tétraèdre est 
égale à celle des prismes extérieurs de l'autre. Si donc 
y et/' désignent ces deux sommes, on aura ' 



/rrfouX^,; 



mais conune on peut rendre auui petite qit'on le voudra 

L5 



l66 £ L £ M E N s 

la difFérence entre chacune de ces sommes et le tétraèdre 
auquel elle appartient^ on parviendra à rendre la diffé- 

, / SAB C . , 

rence entre les rapports ^ et "FTjr^rp'y inomarequ au- 
cune grandeur donnée ; et par là celle du rapport 

S A B C 
invariable ci ai ni c» ®* ^® l'unité le devenant aussi ^ 

Q ji Ji /^ 

il en résultera que ^ jtn,f^ = i ( i53 ) ^ ou que 

SABC=:S'A'B'C{*y 

354. Théorème, Un tétraèdre est équivalent au tiers 
du prisme triangulaire de même base et de même 
hauteur. 

Démonstration. Si par les points A et C de la base 
l'IG. ilS.ABC du tétraèdre EABC, Jig, i35 , on mène les 
droites AD, CF, parallèles à l'arête BE, et par le 
point jEJ un plan parallèle à ABC y on formera (^oS^y 
un prisme triangulaire AB CD EF, Si maintenant 
on fait passer par les sommets A y E, C , des angles 
trièdres de ce prisme , un plan , il en séparera -d'abord 
le tétraèdre proposé EABC , dont la hauteur et la 
base seront les mêmes que celles du prisme -, il restera 
ensuite une pyramide quadrangulaire EACFDyTepcé" 
«entée à part en E^A' CF'D'y dont le sommet sera en £, 
et qui aura pour base la face postérieure ACFD du 
prisme. Si par les points D^Ey C, on fait passer un 
nouveau plan, il partagera cette p3Tamide en deux 
tétraèdres, EACD^ECFD y représentés à part en 

(^) On démontrerait/ immëdiaj^ment qu^il y aurait absarditi^ à 
supposer un des tétraèdres plus grand que l'autre ; i) sufGrait pour 
cela de considérer dès prismes extérieui'S tels , que la di£r(L*rence 
entre ceux qui seraient formel sur le tétraèdre «apposé le plus 
petit et ce tétraèdre , fût moindre que la différence des deux té- 
traèdres ^ car il en résulterait quç la somme des prismes extérieurs 
eorrespondans , formés sur le tétraèdre qu'on regarde' comme U: 
jplus grdad ^ serait moindre que ce tétraèdre* 
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E^A^Ciy, ETCP^IT', leurs hauteurs seront égales , 
puisqu'ils ont leur sommet au même point E et leurs 
bases sur un même plaa. Ces bases seront aussi égales , 
comme étant les moitiés du parallélogramme ACFD ; 
les tétraèdres EAÇD , ECFD , seront donc équivalens 
( n® précédent) ; mais le secoi^d pouvant être considiSré 
comme ayant pour base le triangle DEF, égal au trian- 
gle ABC y et son sommet au point C, aura même base 
et même hauteur que le prisme , et sera en conséquence 
équivalent au premier tétraèdre EABC : donc les té- 
traèdres EABC, EACD, ECFD, seront équivalens; 
donc chacun sera équivalent au tiers du prisme trian- 
gulaire qu'ils composent. 

a55. Théorème, Les parallélépipèdes rectangles de 
même base , sont entre *eux comme leurs hauteurs. 

Démonstration, Soient les parallélépipèdes rectangles 
AG et IPyfig, i3G, dont les bases AC et IL y sont des FlCiM, 
rectangles égaux. 1 **. Si les hauteurs AE et IN, sont com- 
mensurables , qu'on les divise en parties Aa et /f , égales 
â leur commune tnesure, et que, par les points a et 
i , on mène des plans parallèles k AC etk IL, on for- 
mera des parallélépipèdes Ac et //, égaux entre eux(24o) i 
mais le nombre de ces parallélépipèdes étant dans A G !• 
même qiie celui des parties égales contenues dans AE^ 
et dans IP le même que celui des parties égales conte^ 
nues dans IN, on aura évidemment 

AG:IP::AE:IN, 

conformément à l'énoncé. 

2®. Lorsque les hauteurs AE et IN ne sont pas com- 
mensurables , le tour de démonstration employé dans le 
numéro 1 66 , prouve de même que le rapport du paral- 
lélépipède^ G au parallélépipède /P ne peut être ni plus 
grand , ni plus petit que celui de AE à IN. En effet, si 
Ton suppose la proportion 

L 4 
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AG : ip :: ae : m, etïR^m, 

on portera sur IN des parties aliquotes de AE, pluâpe» 
tîtes que NR ; et parle point de division n tombant entre 
N et R, on mènera un plan parallèle klL, pour former 
ïe|)arallélépipède /p, à Fégard duquel on aura 

AGlTp ::AE:In: 
de cette proportion et de la précédente , on tirera 

jP:fp::iR:in, 

résultat absurde , puisque IP<^Ip et IR^ In. 
On ne saurait faire non plus 

AG: IP ::AE: ib! et m ^IN-, 

car pour un point de division n! placé entre R et N, 

on aurait ^ 

AG\Ip' \\AE\In\ 

d'où on conclurait 

IP : ip' :: m : //i', 

ce quiest^ncore absurde, puisque IP^Ip' etlR-^In^. 

1256. Théorème, Deux pai^allélépipèdes rectangles 
riG. ï^;. quelconques, -*^G et IPyfig. i Sy» sont entre eux comme 
les produits des arêtes qui forment un même angle 
trièdre. 

Démonstration. Si on prend sur l'arête IN du paral- 
lélépipède iPy une partie //'= AE , et sur l'arête BC 
du parallélépipède AG, une partie ^C=/3/, puis qu'on 
mène le plan l'L^ parallèle kIL,et le plan C'If paral- 
lèle kAF, on construira les parallélépipèdes /L^ €tAG\ 
qui auront pour bases les rectangles IM' et Aff ^ formés 
sur des bases et des hauteurs égales : on aura donc,^ par 
e numéro précédent, 

AGMV \\AB\IK\ 

et en comparant les parallélépipèdes -<i G et AG , con- 
sidérés comme ayant pour base le rectangle AFy il 
viendra 

AG\ AG :: AD : ad'. 

Multipliant ces proportions par ordre ^ en omettant ta 
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facteur AG , commun aux deux termes du premier 
rapport composé, et susbtituant à Ajy son égale /ifcf, 
on conclura 

AG:W ::ÂBy<ÂD:iKxm. 

Enfin les parallélépipèdes W et IP ayant même base 
IKLM, donneront la proportion 

w : JP :: //' : m: 

Multipliant encore cette proportion et la précédente par 
ordre , en omettant le facteur /L' et remplaçant //' par 
son égale AE , il viendra 

AG : IP :: âbx âdx aê\ Ikx, îmx. Jn, 

ce qui donne l'énoncé du théorème. 

267. Remarque, Si Ton choisit pour terme de com- 
paraison de tous les parallélépipèdes rectangles , le 
parallélépipède rectangle agyjig. i38, dont les trois FIG.i3& 
arêtes contiguës , ai , ad, ae , soient égales à la ligne 
prise pour imité ou pour mesure commune des droites , 
leur produit sera l'unité, et on aura 

ag: AG :: ilÂBxÂD'XÂE 

c'est-à-dire, que le parallélépipède rectangle AG con^ 
tiendra autant défais le parallélépipède rectangle ag, 
que le produit des lignes AB, AD, AE, rapportées à la 
mesure commune ab , contient l'unité. C'est là ce qu'il 
faut entendre quand on dit que la mesure du volume 
d'un parallélépipède rectangle est le produit de ses trois 
arêtes contigués ; et si l'on observe que le produit 

AB X AD exprime le nombre des quarrés égaux à ac , 
contenus dans la base AC (168), ou, ce qui est la 
même chose , donne la mesure de Taire de la base , 
on en conclura que le volume d'un parallélépipède 
rectangle a pour mesure le produit de sa base par sa 
hauteur , évaluées l'une et l'autre numériquement. 
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Dans le cas où les arêtes AB y AD et AE , con- 
tiendraient un nombre exact de fois le côté ab du paral- 
lélépipède a^> on reconnaîtrait I à Tinspection de la 
figure , que Ton pourrait placer sur la base AC autant 
de parallélépipèdes égaux à ag^ que cette base contient 
de fois la base oc^ et qu'on formerait ainsi un parallélé- 
pipède de même base que ACy de même hauteur que c^» 
et qui serait contenu dans AG autant de fois que la hau- 
teur AE contient la hauteur oe ou le côté ab \ d*où il 
suit encore que le parallélépipède AG contient autant 
de parallélépipèdes égaux à ag que le produit de la 
base AB CD par la hauteur AE , contient d'unités. 

a58. 1*' Corollaire. Si les troisarêtes AB , AD y AE, 
étaient égales entre elles ^ le volume du parallélépipède 

AG serait mesuré ^ar ABxAB:=AB y ou par la 
troisième puissance de AB-, mais il est visible que , dans 
ce cas^ les six faces du parallélépipède rectangle A G 
deviennent des quarrés égaux : on lui donne alors le 
nom de cube, et de là vient qu'on appelle cube la troi- 
Tiième puissance d*un nombre. 

aSg. 52® Corollaire. Puisqu'un parallélépipède quelr 
conque peut toujours être transformé en un parallélé- 
pipède rectangle de même hauteur, et construit sur une 
base équivalente (^49) i ^ s'ensuit que le volume d'un 
parallélépipède quelconque a pour mesure le produit 
de sa base par sa hauteur. 

aSo. 3* Corollaire. Le volume du prisme triangulaire 
FIG. 128. ABCEFG , Jig. ia8, étant équivalent à la moitié de 
celui duparallélépipède ABCDEFGH (a5o), aura pour 
mesure , d'après ce qui précède , la moitié du produit 
de la base de ce parallélépipède par sa hauteur ; mais le 
triangle ABC, qui forme la base du prisme^ n'étant que 
la njoitié de celle du parallélépipède , il est évident que 
le volume d'im prisme tria.ngulaire aura pour mesure 1© 
produit de sa base par sa hauteur. 
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li est facile de se convaincre que le volume d'un 
prisme qui a une base quelconque ABCDEgyJî, 127, FIG.Î317. 
« exprime de la même manière ; car si on partage le poly- 
gone y^^C^i[>£; en triangles par des diagonales AC , AD , 
et que p^ ces diagonales et par les arêtes parallèles 
qui leur sont contiguë's , ^Fet CH, AFetDIy on mène 
des plans, on partagera le' prisme Af en trois prismes 
triangulaires de même hauteur , et dont les bases seront 
ABC y A CD, ADE, En désignant par H la hauteur 
commune de ces prisme», ou la distance perpendiculaire ' 
des plans qui contiennent leurs basesinférieures et leurs 
bases supérieures, les mesures de leurs volumes respec- 
tifs seront 



ABCx^H, ACDy^^Uy ADEy^Hy 



leur somme {ABC+ACD+ADE)Hz=zABCDEX.H 
donnera le volume du prisme total AL 

On conclut de là , que les volumes de deux prismes 
quelcon(|ued ^sont entre eux comme les produits de 
leurs bases par leurs hauteurs,et que par conséquent lors- v 

qu'ils ont des bases équivalentes, ils sont entre eux 
comn^e leurs hauteurs, ou comme leurs bases lorsqu'ils 
ont même hauteur, et cela^^ quelles que soient les figures 
de ces bases. 

flS i . 4*^ Corollaire, D'après ce qu'on vient de prouver , 
le volume d'un tétraèdre a pour mesure le tiers du pro- 
duit de sa bf^se par sa hauteur, puisque ce volume est 
le tiers de celui du prisme, qui est mesuré par le produit 
de sa base par sa hauteur (254)- 

aGa. 5^ Corollaire, Les mêmes mesures conviennent 
aux pyramides quelconques; car si l'on partage en 
triangles la base ABCDE, de la pjrfamide quelconque 
SABCDEyfig, 126, et que l'on mène des plans par le FIG.i:>6- 
sommet et par chacune des diagonales AC, AD ,^cette 
pyramide se trouvera partagée en trois tétraèdres de 
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même hauteur , et dont les bases seront respectivement / 
ABC y ACDy ADE : le volume de chacun de ces té- 
traèdres étant mesuré par le tiers du produit de sa 
base par sa hauteur^ la somme des volumes de tous 
trois, ou celui de la pyramide proposée, sera évidem- 
ment égal au tiers du produit de la sonune de 
leurs bases par la hauteur «commune , c'est-à-dire au 
tiers du produit de la base de la pjrramide proposée par 
sa hauteur. 

Il resuite de là que deux pyramides quelconques sont 
«ntre elles comme les produits de leurs bases par leurs 
hauteurs , et seulement comme leurs bases si les hauteurs 
sont les mêmes , ou comme leurs hauteurs si les bases 
sont équivalentes. 

Puisqu'on peut retrouver la hauteur de la pyramide 
dont un tronc donné, à bases parallèles, fait partie (â34)> 
il est' évident qu'on aura le volume de ce tronc en cal- 
culant séparément le volume de la pyramide entière , 
celui de la pyramide retranchée , et prenant la diffé- 
rence des deux résultats. 

a65. Remarque, Un polyèdre quelconque pouvant 
^ toujours être partagé en pyramides (ji^i) yV é;y2lvL2L\îoii 
de son volume s'opérera en calculant séparément, d'après 
ce qui précède , celui de chacune des pyramides qu*il 
contient; et prenant la somme des résultats : je ne 
m'arrêterai donc pas sur la mesure des polyèdres en 
général. Cependant il est une espèce de, polyèdre à la- 
quelle on peut ramener toutes les autres , et que , pour 
cette raison , il est bon de conn^tre : c*est le prisme 
triangulaire tronqué , qui ne diffère du prisme triangu-* 
laire ordinaire que parce que le plan opposé à sa base 
n'est point parallèle à cette base , et que par consé- 
quent ses faces sont des trapèzes au lieu d'être des pa- 
flG.iSg.rallélogrammes. ABCDEFyfig. iSg, est \m prisma 
triangulaire tronqué. 
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364. Théorème, Un prisme triangulaire tronqué est 
toujours équivalent à trois tétraèdres de même base , 
et ayant leurs sommets respectifs placés à chacun de» 
angles du triangle opposé à cette base. 

Démonstration, En faisant passer un plan par les 
trois points A y C, E, on détacherait d*abord du prisme 
ABCDEFy le tétraèdre EABC, dont la base est le 
triangle ABC, base du prisme, et dont le sommet est 
placé à l'angle E du triangle DEF oppos^à cette 
base. Il resterait ensuite la pyramide quadrangulaire 
EACFD, qui se diviserait en deux tétraèdres EACD , 
ECFD, en menant par la diagonale jDC et par le point E 
le plan DEC. Ces tétraèdres ne sont pas ceux qui sont 
désignés dans l'énoncé*, mais en rétablissant le prisme 
dans son entier , on prouve facilement qu'ils sont équi— 
valens à ces derniers. 

En effet, si on mène dans la face'^BED la dia- 
gonale BD, et que l'on conçoive le plan BDC, on aura 
le tétraèdre BACD, construit sur la base ACD du té- 
traèdre EACD , et de même hauteur , puisque les som- 
mets BetEde l'un et de l'autre sont sur une même droite 
BE , parallèle au plan de leur base ; mais on peut aussi 
considérer le tétraèdre BACD comme ayant son sommet 
au point Z> , et pour base le triangle ABC : ainsi ce 
tétraèdre est tel que l'exige l'énoncé. 

Pour trouver le tétraèdre équivalent à ECFD , il faut 
tirer les diagonales AF et BF, dans les faces ACFD 
et BCFE\ en concevant alors le plan AFB , on a le 
tétraèdre BACF , dont la base ACF est équivalente à 
la base CFD du tétraèdre ECFD , puisque ces deux 
' triangles ont même base CF, et sont compris entre les 
parallèles- AD et CF : les tétraèdres ayant d'ailleurs 
leurs sommets sur la même droite BE , parallèle au plan 
de leur base , s6nt donc à-la-fois de même basé et de 
même hauteur^ et par conséquent équivalens. Le tè- 



\ 



174 é L £ M £ N s 

traèdre BACF^ considéré comme ayant son sommet 
placé en F, et pour base le triangle ABC^ sera le troi- 
sième tétraèdre désigné dans Ténoncé. 

265. Corollaire. Il suit du théorème précédent que 
le volume d*un prisme triangulaire tronqué a pour me* 
sure le produit de sa base par le tiers de la soomie des 
trois perpendiculaires abaissées sur cette base , de chacun 
des angles de la base supérieure y puisque ces perpendi- 
culaires sont les hauteurs respectives des tétraèdres^ à 
la somml^esquels le prisme est équivalent^ et qui ont 
tous pour base celle du prisme. 

q6S. Théorème. Deux polyèdres sem^ables sont entre 
' eux comme les cubes de leurs arêtes homologues. 

Démonstration, 1°. Si les polyèdres proposés sont les 
riG. ia6. pyramides SABCDEy SfFGHIKyJig, ia6, on aura 
par le n° 235 , 

ABCDE : FGHIK :: 'sp\ i^çî 

multipliant cette proportion par la proportion évidente 

iSP\'jSrq :: sp : srq, 

il viendra \ 



ABCDE X hSP : FGHIK X \S^Q W SP : s!q. 

Les deux prenliers termes de cette proportion, qui 
expriment les volumes des pyramides proposées , 
montrent que ces volumes sont entre eux comme les 
cubes de leurs hauteurs ; mais la similitude des pyra- 
mides donne aussi 

SPiS'Q :: SA iS'FllAB: FG (aSS) , 
d'où l'on tire 

sp': yç V: sa\ ?f':: ab\ fg\ 

et par conséquent 

SABCDE : S'FCHJK :: SÂ\ s^':: Âb\ fg\ 
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c'est-à-dire que les pyramides semblables sont entre 
elles comme les cubes de leurs arêtes homologues, soit 
que ces arêtes partent du sommet , soit quelles se 
trouvent sur la base (*). 

jz"*. Lorsqu'il s'agit de deux polyèdres quelconques /on 
peut les concevoir partagés en un même nombre de py- 
ramides semblables et semblablement disposées (243). 
Chacune des pyramides du premier polyèdre sera à celle 
qui lui correspond dans le second , conmie le cube de 
l'une de ses arêtes est au cube de l'arête homologue do 
l'autre pyramide; m^s ces arêtes , qui sont nécessai- 
renient ou les arêtes mêmes des polyèdres proposés, ou 
les diagonales de leurs faces > ou enfin les diagonaled 
qui joignent intérieurement les sommets de leurs ajçigles 
polyèdres, sont, d'un polyèdre à l'autre, dans le même 
rapport (ja^) ; leurs cubes formeront par conséquent 
une suite de rapports égaux , et ces rapports étant aussi 
égaux à ceux des pyramides , il en faut conclure que 
ces derniers sont égaux entre eux : par conséquent la 
somme des pyramides du premier polyèdre est à la 
somme des pyramides du second, comme une quelconque 
des pyramides de l'un est à la correspondante de l'autre, 
ou comme le cube de l'une quelconque des arêtes du 
premier polyèdre est au cube de l'arête homologue du 
second. Substituant dans cette proportion , à la place 
des sonmies des pyramides , les polyèdres qu'elles com- 
posent, il en résultera que ces corps sont entre eux 
dans le rapport des cubes de leurs arêtes homologues. 



{*) En imitant la construction et le raisonnement du n^ 177 , il 
serait facile de prouver ({ne les volumes de deux tétraèdres gui ont 
un angle trièdre commun y sont entre eux comme les produits des 
€irétes qui, dans chacun , comprennent cet angle» 
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DEUXIEME PARTIE. 

SECTION IL 

> 
Des corps ronds. 

5267.1^ ES corps ronds sont ceux qu'on produit en fai- 
sant tourner une figure plane autour d'une ligne droite. 
Je ne m'occuperai spécialement ici que du cône droit, 
du cylindre droit et de la sphère. 

Le cône droit s'engendre en faisant tourner un triangle 
FIG. 140. rectangle SAC y Jig. i4o, autour de l'un des côtés SC 
de l'angle droit ; l'hypoténuse SA décrit dans ce mou- 
vement la surface conique droite qui enveloppe le 
corps. 

Un point quelconque A' de cette droite décrit une 
circonférence de cercle dont le centre est sur la droite 
SCy autour de laquelle tourne le triangle SAC, et que, 
pour cette raison, on nomme Z'axe du cône; car si on. 
conçoit la droite A^C^ tirée dans le triangle générateur, 
perpendiculairement à cet axe , et tournant avec lui , 
elle décrira un plan perpendiculaire à l'axe SC (198), 
et sera évidemment le rayon du cercle A'IÏ Bf , 

On voit par là que la surface conique coupée par 
un plan perpendiculaire à son axe , donne une circon- 
férence de cercle. Il est visible que la section serait une 
droite , si le plan coupant passait par le sommet. 

Le cercle ADB décrit par le côté AC du triangle 
générateur, et qui ferme le cône, est la hase, tandis 
que le point S est le sommet ; et cette base est perpen- 
. diculaire à l'axe SC ('^). 



^ ) On donne le nom de cône droit à celui que je de'cris ici pour 
U distinguer du cône oblique à ba«e circulsure,, qui t'engendre 
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Les triangles semblables SAC et SA C y donaant 

AC \ A C W »->C \ »3C \ \ oA \ oA , 

font voir que les rayons des cercles ADB et A'D' B' sont 
proportionnels à la distance de leur plan , au sommet 
du cône ; mais les circonférences des cercles étant entre 
elles comme leurs rayons ( i54), et leurs aires suivant 
le rapport des quarrés de ces rayons" ( 1 88 ) , on aura ^ 
ëi^ore 

ciTC.ADB\circ,Aiyff::ÂC:Àâ:\SC:SC::SA:SA\ 

ûire ADB: aire^'P'^:: ;^Cr^C'''::;Sc!iyë'^:5^î?JV 

propriétés qui reviennent à celles qui ont été démontrées 
^iipour les pyramides dans les n°' a33 et 235. 

2268. Remarque. Lorsqu'on aies dimensions d'un trgnc 
de cône à bases parallèles BDÀEB'IÏ A' E! ,fig, i43, FIG. lij 
on calcule par un procédé analogue à celui du n® a34 , 
ïa hauteur du cône entier. En effet les triangles ASO 
j et A!SO' étant semblables, donnent 

AO\AO'\\SO\s6\ 

d'où Ton ti-re 

AO^A'& XSO—^O' :: AOiSQi 
ce qui revient à 

AO^ÀO' :oo':: ao:èo\ 

proportion dans laquelle les trois premiers. termes son^ 

donnés, et qui fera connaître la hauteur du cône entier. 

* 

sGg. Théorème. Si l'on construit des polygones régu- 
liers, inscrits et circonscrits à la base du conè , et que 
l'on joigùe les angles de ces polygones avec le sommet 



en faisant tourner autour à*nn point Sjjftg. t^ï , une droite SA, FIG. ù 
àasojctie ' à toucher continuellement la circonférence d'un cercle 
ADB, situé dans un plan qui ne passe pas par le point 4$*. La droite 
se, que Ton nomme encore Vaxè du cône, n'est pliu perpendiculaire ~ 
an pU^n de la base ^D^. 

Oéométrie. 7* édition. M 
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du dône , ces lignes détermineront des plyraniides dites 
régulières , parce que toutes leurs faces triangulaires 
seront égales ; et parmi ces p3Tamides , on pourra tou- 
jours en trouver deux , Tune inscrite et Tautré circons- 
crite , telles , que la différence de leurs aires soit moin- 
dre qu'uae grandeur donnée , quelque petite que soit 
cette grandeur. 
tiG. t^a* Ùemonstration, Sôit abcdef,Jig. i4^ , le polygone 
inscrit dans la base du cône : en tirant les droites û^ , 
iS , cS y ett, et joignant ces droites par des plans, on 
aura la pyramide Sabcdef, L'aire de cette pyramide , 
sans y comprendre sa base abcdefy est composée des 
triangles a56 , bSc y cSd, etc. égaux entre eux, puis-v 
qu'ils sont formés par les côtés du polygone ahcdef\ 
que Ton suppose régulier, et par les obliques Sa'y Sb, 
Se y etCi qui s'écartent également de la perpendicu- 
laire SO. L'aire de l'un de ces triangles, de aSby pdr 

exemple , â pour mesure 5 ai X 5g , Sg étant perpen- 
diculaire sur ab ; leur somme aura pour mesure 

J A^X ai X Sg y en désignant par N le nonïbre des côtés 

du polygone abcdef\ et comme N X, ab est évidem- 
ment le contour de ce polygone , on en conclura que 
Vaire de la pyramide régulière , lorsqu'on n'y com^ 
prend point sa base , a pour mesure la moitié du pro^ 
duit du contour de cette hase , par la perpendiculaire 
abaissée du sommet sut l'un de ses côtés. 

Dans la p3rramide circonscrite , dont Je n'ai rcf- 
présenté qu'une seule face , jiSB , pour ne pas trop 
compliquer la figure , les faces sont toutes égales entiie ' 
elles comme dans la pyramide inscrite, parce que les 
arêtes SA , SB , sont toujeurs des obliques qui s'écar- 
tent également de la perpendiculaire 50. Le milieu du 
côté AB du polygone circonscrit étant préciséinent 
le point de son contact avec la circonférence du cer- 
cle aGbf y la pei'pendiôulâire SGy abaissée du point S 
tfùr ABf%e confond avec le côté du cône. L'aire du 
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triangle ASB a poiir expression ^ AB ^ SG , et par 
ëonséquent celle de la pyramide entière ; à l'exception 

de sa base , sei-à J Nyc^AB xSG. 

Cela poàé » si on désigne par p et P les aires de la 
pyramide inscrite et de la pyramide circonscrite , et 
parp' et P' le§ contoui's de leurs bases ^ on aura 

d'où 6n conclura 

Mais il résulte de la nature des polygones régulier! 
inscrits et circonscrits au cercle ( i5i ) , que les con- 
tours de ces polygones approchent sans cesse de T égalité 
à mesure que Ton multiplie leurs côtés; et, il est 
visible que , dans les mêmes circonstance^^ la dif- 
férence entre les droites «S G et Sg peut deyeiiir aussi pe- 

tite qu'on voudra : leë prddiiit^ {P^'XSGét ip'X Sp; ap- 
procheront donc aussi sanâ cesse de l'égalité ', et la diffé- 
rence des aires de la pyramide inscrite et de la pjrrâmîde 
circonscrite pourra par conséquent devenir moindre que 
telle grandeur donnée qu'on voudra. 

270; Corollaire. Il est évident que p'iuà on multiplie 
les côtés des polygones inscrits et circonscrits j plus les 
pyramides inscrites et circonscrites^ approchent de se 
confondre avec lé cône , et plus en même temps l'aire de 
la pyramide inscrite augmente ; tandis qiie celle de Ja 
pyramide circonscrite diminue. Éri effet , le contour du 
polygone inscrit augmenté tôujoufô , ainsi que la droite 
Sg , qui , en s'approchant de la surface conique , s' cl oigne 
sans cesse de la perpendiculaire 50, tandis que le 
èontour du polygone circonscrit diminue sans cessé 
en s'approchant du cercle y et que. la droite SG con- 
éerve la même grandeur. Il suit évidemment de là que , 
panx l'étendue » l'aire du cône est toujours comprise 



^80 £ L é M E N S 

entre celles de la pyramide inscrite et de la pyramidd 
circonscrite ; mais comme par le théorème précédent , 
on peut rendre la différence de ces dernières moindre 
qu'mie grandem* donnée , quelque petite qu'elle soit ^ on 
pourra toujours ^ à plus forte raison , rendre la dif- 
férence entre Taire du côpe et celle de la pyramidef 
inscrite ou de la pyramide circonscrite ^ aussi petite 
qu'on le voudra. 

371 . Théorème. L'aire d'un cône droit a pour mesure 
la moitié du produit de la circonférence du cercle qui 
lui sert de base par son côté^ 0I1 1 CR^ en nommant la 

première C et le second R. 

y 
Démonstration, Si P représente actuellement le pé- 
rimètre du polygone circonscrit , l'aire de la' pyramide 
circonscrite sera exprimée par | PR (a&g) , puisque R 
est la même chose que Sù ; et désignant par X la vraie 
mesure de l'aire du cône , les trois quantités ^P/î , { CR 
et useront dans le cas du n® 1S6 , puisque la première, 
toujours plus grande que les deux autres , en vertu dtt 
n*» 270 , et à cause que /* > C , peut en approcher d'aussi 
près qu'on voudra : on aura donc 

272. TTiéorème, L'aire de la portion qui reste de \m 
surface conique, après qu'on en a retranché une partie 
SA'iy ff ^ par un plan parallèle à la base , ou l'aire dri 
tia ^L^pone tronqué ADREJ^r/BrEf^fig^ 1 43, a pour mesure 
la moitié du produit de la somme des circonférences de 
ses deux bases ADB et JH/ff^ par son côté AA\ 



("^j Ce thëorème se démontrerait immëdiatement par an ndson- 
nement analogue à celui de la note du n** 187, en substituant des 
pyramides aux polygones employas dans la note cit($e. Le lecteur 
trouvera aisément de «jueDe manière il faudrait modifier ce raison- 
nement pour rappliquer aux propositions des numéros 37$, ttSo^ 
^, 3g7 et 3o4, qui complètent la mesoi^ de Taiieet du yolui» 
^s corps ronds. 
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Démonstration. Si l'on élève par le point ^^ perpen- 
diculairement à 5^, la droite j4C, égale en longueur i 
la circonférence ADBE , et que Ton tire 5C, Taire du 

triangle rectangle SAC ayant pour mesure |3?C X SA y 
est équivalente à Taiçe du cône S ADBE (n® précéd.).- 
Tirant ensuite la droite A' C parallèle èiACy les triabglef 
SAC et SAC y semblables entre eux, donneront 

mais on a aussi 
circonf. ADÈE\c\tcovi.AUffÈ V.SA\SA\^^i) ; 

le rapport SA l $A\ commun entre ces deux propor-r 
tions , conduit à la suivante : 

circonf. ADBE : circonf. A'D'B'E^llAClA'C; 

et puisque ^C=: circonf. ADBE, par construction, il 
en résulte 

A'C = circonf. AUffE. 

II suit de là que Faire du triangle SA!C y égale k 

\ACy:^SA y sera équivalente à celle du cône retran-r 
Ghé SA'UB'e: : Taire du trapèze ACC A' sera donc 
équivalente à celle du tronc de cône ADBEÂD'ffE!; 
et comme la droite A A' est perpendiculaire aux droitef 
AC et AC y la mesure du trapèze ACC A sera 

ou \ A A ( cire. ADBE + cire. AD'B^Ef), 
comme le porte Ténoncé. 

Puisqu'on peut prendre, au lieu de \ {AC + AC^^ 
la droite A'C, menée parallèlement à ACy par le milieu 
de A A' (176) , il s'ensuit que Ton peut aussi substituer 
à i ( cire. ADBE + cire. ADfBfE! ) , la circonférence 
A"D"B"E" de la section faite dans le tronc de cône, 4 

M 3 
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fgaliB jJistance des deux bases, et parallèlement à Iciu:^ 

plai^; car on apra cette suite de rapports égaux: 

:; cïrc^ ApBElcïxc. A''D"B''E\ 

tf après laquelle , l'égalité de cjrc. ADBE et de AC en- 
traîne celle de cire. A"D"B"E" et de A"C-> 

On conclura de là que l'aire convexe du tronc de 

pône apoiir mesure AJf X cire. A"D"B"E'*y ou le pro^ 
duit de son côté par la circonférence de la section faite 
à égale distance des bases. 

N.B. En substituant le sommet à la base supérieur^^ 
cette mesure devient celle de Taire du cône entier. 

$&;^3. TTiéorème. Eu ipultipliant sufEsamment les côté^ 
du polygone inscrit et du polygone circonscrit , on pourra 
toujours former deux pyramides, l'une inscrite, et l'autxse 
circonscrite, telles, que la différence de.leure volume? 
|K)it moindre qu'une grandeur donnée, quelque petite 
que soit cette grandeur. 

Défhonstration. En effet, la pyramide inscrire et la 

Î'IG. 1 4^« pyramide circonscrite ayant même hauteur SOy^g. 1 4^, 

en nommant p et P les volumes de ces pyramides , p' et 

P' les aires des polygones ai cde/", ABCDEF , qui 

leur servent de bases , on aura 



p = ip'X5p, P=\P'><SO, 
pe qui donnera 

^t comme on peut amener à tel degré de petitesse q\i*oi^ 
voudra la différence P' — p' entre l'aire du polygone 
inscrit et celle du polygone circonscrit (i 84J , on rendra 
donc moindre que telle grandeur donnée qu'on voudra , 
la différence P -7- p entre le volume de la pyramide 
Inscrite et celui de la p}Tamide circonscrite. 
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Q74. Corollaire, Le volume du cône étant visible-* " 
ment intermédiaire entre celuLde la pyramide inscrite 
et celui de la pyramide circonscrite , il suit du théorème 
précédent, que Ton peut toujours assigner une pyramide 
inscrite et une pyramide circonscrite , qui en diffèrent 
aussi peu quon voudra. 

275. Théorème, Le volume d'un cône a pour mesure 
le tiers du produit de l'aire de sa base par sa hauteur, 
ou ^ eu ^ en représentant par C la première , et par H 
la seconde. 

Démonstration, Soit P Taire du polygone sen'^nt 
' de base à la pyramide circonscrite , dont le volunje aura 
alors pour mesure j jP-éT, et X la vraie mesure du voliime 
du cône ; les trois quantités \PHy \ CH y et X seront 
encore dans le cas du numéro 1 86 , puisque P surpasse 
toujours Cy et que, d'après le numéro précédent, la pre- 
mière quantité, ^ PH, toujours plua grande que les deux 
autres , peut en approcher cependant d'aussi près qu'on 
voudra : on aura donc X=:3 CH (*). 

27S. Problèrne, Trouver le volume d'un tronc de cône 
droit à bases parallèles. 

SoL II faudra prolonger les côtés >^^' et BB'yfif;. i43 , pxG. i4\ 
jusqu'à ce qu'ils se rencontrent, pour connaître la hau- 
teur *SO du cône entier (a68) , au moyen de laquelle on 

aura pour le volume de ce corps j 50 X ADBE \ et sous- 
trayant de 50 la hauteur du tronc 0.0' y le reste SC/ 
sera la hauteur du cône retranché , dont le volume ser^ 

par conséquent exprimé par | SO* X ^D'B'^E^, La dif- 



(*) Le théorème ci-dessus, a également Heu pour \ç cône oblique, 
car il est évident que le thçorème du n^ 2.78 et le corollaire du n^ 274 
lie supposent point que la pcrpendioulaire SO tombe sur le centre du 
cercle a Gbf, et peuvent par conse'quent s'adapter au cône oblique, 
^ur la ûgure i^i* Il en est dç m^me à Pégard de la recherche d(| 
volume du côn«B tronqué:^ dan« le u^ suivant. 
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férçnce entre ce produit et le précédent sera le volumj 
du tronc de cône proposé. 

yVi' 144. 277. SiToncp^içoitque le rectaaigle jiCCji-fig, \44y 
' * ' ' tourne autour de l'un de ses côtés, CC, il engendrera le 

.corps appelé cylindre droit; la droite AA\ décrira dana 

^ce mouvement la surface cylindrique. 

Un point quelconque A" de cette droite décrira la cir-; 
conférence du cercle A"D"B"y égal et parallèle au cercle 
ADB engendré par -dfC, et que Ton nomme la base du 
cylindre; car la droite -^"C", perpendiculaire à CC, 
égale kAC, décrira, en tournant autour de CCy un plan 
parallèle au plan ADB , et dont l'intersection avec la 
surface cylindrique sera A"D"B", Jl résulte de là que 
la section de la surface du cylindre droit, par un plan 
parallèle à èsi base, est un cercle égal à cette base. 

I 

' Le cylindre est terminé supérieurement par pne base 
^ Ar/ B* égale , et parallèle à sa base inférieure ADB. 
La droite CC ^ autour de laquelle tourne le parallélo- 
gramme A ce A' et qui contient évidemment les centres 
des bases et ceux des sections qui leur sont parallèles , 
^$e nomme \axe du cylindre , et est perpendiculaire 4 
la base (*). 

278. Théorème, Si l'on inflcrit et circon^rit au cerclq 

(*) Le cylindre oblique est celui que renferme la surface décritç 
l'IG. 145. par une droite quelconque Ajf, fifç. i45, assujctic à glisser pa- 
rallolcment à elle-même le long de la circonférence d'un cercle ADB, 
Si l'on considère la droite génératrice A A' parvenue <îans une posi- 
tion quelconque Uiy-, que par le centre de la base , on" mène CC^ 
parallèle et e'galc à AA, qu'on termine le corps par un plan AUB' 
parallèle h ADB , en tirant OD^^ on formera le parallélogramme 
DCC'D\ cl on aura CD' =r CD. Ainsi la base supcricure-^'/XC' 
du cylindre oblique sera un cercle aussi bien que sa base inférieure 
et toutes les sections qui lui sorit parallèle»; mais l'axe CO ne sera 
point perpendiculaire sur cette base, comme dans le cas du cylindre 
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fpii gert de base à un cylindre, des polygones d'un même « 
nombre de côtés, et que , par les sommets des angles de 
pcs polygones , on mène des droites parallèles à Taxe 
O0\Jlg. 146, en joignant leurs extrémités supérieures FIG.i46L 
par d'autres droites, on formera deur^ prismes , l'un ins- 
crit, l'autre circonscrit, au cylindre proposé ; et l'on 
pourra toujours prendre ces prismes tels , que la diffé- 
jrence de leurs aires soit moindre qpi'une grandeur don- 
née , quelque petite que soit cette-grandeur. 

Démonstration, Les droites aa\ bb\ .élevées paral- 
lèlement à 00' et par conséquent perpendiculaires au 
plan ahc defy seront sur la surface du cylindre , puisque 
les rectangles aOO* d y bOO'b\ sont égaux au rectangle 
générateur. Il est évident d'ailleurs que les rectangles 
abVd ybcdVy etc. sont égaux, puisqu'ils ont visiblement 
deux angles et trois côtés égaux chacun à chacun (85) . Les 
arêtes aa', 66', etc. étant perpendiculaires sur a6, 6c, etc. 
les aires des rectangles aV y 6c', etc. seront exprimées 

"^dcc abyc^ad y bcy<^' y etc. réunissant ces produits, 
en observant qu'ils ont tous un facteur commun , puis- 
que ad = 66', etc. l'aire du prisme inscrit , sans y com- 
prendre les bases abc defy db'dâi^fy sera exprimée 
jpar Ça6 -f- 6c -f- ccî -{- ^^ + ^) X aa', ou par pX^/ si /> 
Résigne le périmètre du polygone abcd ef, et JS la 
hauteur ad y commune au prisme et au cylindre. 

Pour éviter, la confusion, je n'ai représenté qu'une 
seule face ABB'A' du prisme circonscrit. Il est visible 
que si dans cette face et par le point G y où le côté 
AB touche le cercle, on tire GG' parallèlement 
à 00' y cette droite sera sur la surface cylindrique , 
ppisque le rectangle GOO'G' est égal au rectangle 
générateur. L'aire du rectangle ABB^ A' étant exprimée 

par AB X GG', il est visible que l'aire totale du prisme 
circonscrit , en n'y comprenant point les bases , sera 
jîgale au contour P du polygone circonscrit, multiplié 
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par là hauteur (}G' ou H, commune à tous les parai-' 
lélogrammes qui forment l'enveloppe du prisme circons* 
crit et celle du prisme inscrit. 

Cela posé, la différence de Taire convexe du prisme 
inscrità celleduprisme circonscrit, sera PX,H — p'X,H:=L 
ÇP — p) U, et pourra devenir aussi petite qu'on voudra, 
en prenant des polygones inscrits et circonscrits, dont 
les contours Petp diffèrent l'un de l'autre de moins 
que telle grandeur donnée qu'on voudra. 

22^9 . Corollaire, Il suit évidemment de la proposition 
précédente et par les raisons déjà développées dans le 
n® 270 , que la surface cylindrique est moindre que celle 
du prisme circonscrit et plus grande que celle du prisme 
inscrit, et que l'onpeut par conséquent trouver unprisme, 
fioit inscrit , soit circonscrit , dont l'aire diffère aussi 
peu qu'on voudra de l'aire du cylindre droit. 

a8o. Théorème. L'aire de la surface convexe du cy-** 
lindre droit a pour mesure le produit de la circonférëhce 
de sa base par sa hauteur H^ ou le produit CH. 

Démonstration, Si l'on désigne par P le contour du 
polygone qui sert de base au prisme circonscrit au cy- 
lindre , et par X la vraie mesure de ce dernier, on 
aura PH pour l'aire du prisme circonscrit , et il est 
visible que les trois quantités PH, CH et X seront dani 
le cas du n® i86 : on aura donc X= CH. 

a8i . Théorème. On peut toujours former deux pris- 
mes, l'un inscrit et l'autre circonscrit au cylindre, tels, 
que leurs volumes diffèrent aussi peu que l'on voudra. 

Dém. Le volume du prisme inscrit abcdefa'Uc'de'f^ 

est égal à abcdefx, H (2G0) ; et désignant l'aire du 
polygone inscrit par p, celle du polygone circonscrit 
par P,le volume du prisme inscrit sera mesuré par p£f, 
¥t celip du prisme circonscrit par PH\ leur différence 
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étant (P, — P^ H y poui'ra devenir aussi petite qu*oa 
voudra, puisque la différence P — p entre Faire du po- 
lygone inscrit et celle du polygone circonscrit peut être 
rendue moindre qu'une grandeur donnée , quelqpie pe- 
tite qu'elle soit (184)- 

aSa. Corollaire, Il suit de là que Von peut construire 
un prisme inscrit et un prisme circonscrit tels, <jue leur 
volume diffère aussi peu qu'on voudra de celui du cy- 
lindre , qui sera d'ailleurs toujours plus grand que 1q 
premier , et moindre que le second. 

a83. Théorème. Le volume d'un cylindre droit a 
pour mesure le produit de l'aire de sa base par sa hau- 
teur, ou CH, élint l'aire du cercle aGbf, 

Démonstration. Si on désigne par P^ l'aire du poly- 
gone circonscrit , P^H sera la mesure du volume du 
prisme circonscrit ; et si X désigne la vraie mesure du 
(Cylindre, les trois quantités P^H, C-H et X se trouvant 
4ans le cas du n'* i8S, on aura nécessairement X = 

284. Si le demi-cercle u4CB tourne autour de son 
diamètre AB ^Jig. 147, il engendrera la sphère y et laFlG-^T- 
demi-circonférence qui l'enveloppe décrira la surface 
sphérique. 

Dans ce niouvement , chaque point de l'arc ACB dé- 
crit évidemment une circonférence de cercle ayant pour 
rayon la perpendiculaire DE abaissée sur lé diamètre 
AB, que l'on nomme axe. Il faut pourtant excepter de 
cette remarque les extrémités ^ et j5 dé l'axé , qui 
restent immobile comme tous les points de cet axe , c?t 
5jue l'on nomme pôles. 

(f) Le théorème ci-dessus a également lieu h Pcgard du.cylindre 
pblique j car 11 est facile de voir que le tliéorcme et le corollaire pré- 
cédens ne supposent pas que Taxe du cylindre et les arêtes ô^s 
mi&nies soient perp^diculaires au plan de la base. 
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La surface sphériq[ue^ tous ses points également éloi-r 
gnés du point O , centre du cercle générateur ; c^ ce 
point ayant consçryé la même situation sur le plan du 
demi-cercle ACBy dans toutes les positions prises par 
ce plan , sa distance à chacun des points de Tare ACB , 
qui ont passé successivement par tous ceux de la sphère , 
n'a pas varié. 

Il ^uit de là que le rayon du cercle ACB est aussi 
celui de la sphère. 

285. Théorème, La section de la sphère, par un plan 
quelconcpie , est toujours un cercle. 

Démonstration, La proposition est évidente par elle-r 
^ême y diaprés ce qui précède ; IdRqiie le plan coupant 
passe par le centre de la sphère ; et alors la circonfé- 
rence de cette section a pour rayon le- rayon même de 
la sphère. 

Mais si DGFH désigne un plan quelconque , et que , 
du centre O , on abaisse sur ce plan la perpendiculaire 
OE y le pied E de cette perpendiculaire sera à égalé 
distance de tous les points de la section DGFH \ car 
toutes les obliques OD yX)G , OF, OH, étant égales 
comme rayons de la sphère , s'écarteront également de 
0^(200) : la courbe Z^GFHsera donc un cercle ayant 
son centre en E, et DE pour rayon. 

aSS. Remarque. La droite DE étant nécessairement 
moindre que le rayon OD, le cercle DGFH sera 
moindre <jue celui qui résulterait d'une section faite par 
le centre de la sphère : ce dernier serait un grand cerçfe, 
tandis que l'autre n'est qu'un petit cercle. 

Tous les grands cercles ayant même rayon, sont 
égaux entre eux. 

287. Corollaire. Deux grands cercles, A CBF,AIBK, 
se coupent toujours en deux parties égales; car il est évi- 
dent qu'ils ne peuvent se rencontrer que dans la droite 
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'^B , commune section de leurs plans, qui, passant par 
leur centre commun , est en même temps le diamètre de 
l'un et de Tautre , elles partage par conséquent en deux 
parties égalés. 

" a88. Trois cercles qui se coupent deux à deux sur la 
•urface de la sphère, forment un triangle sphérique; 
mais on ne considère ordinairement que celui qui est 
formé par trois arcs de grand cercle, plus petits que la 
demi-circonférence , comme "/Cikf. 

Si du centre de la sphère on mène des rayons aux 
points C, / et il/, il est visible que ces rayons détermi- 
neront un angle trièdre OCIM, dont les angles plan» 
JOC, lOM , MOC^ seront mesurés par les arcs CI y 
IM et CM. 

aSg. Théorème, La somme de deux côtés d'un 
triangle sphérique est toujours plus grande que le 
troisième. 

Démonstration: Puisqu'en vertu du n® 22a , la 
somme de deux quelconques des trois angles plans 
10 C, lOM, il/O G, qui forment r angle trièdre OCJM^ 
eurpasse le troisième, et que les arcs C/, IM et CM^ 
qui mesurent ces angles, sont du même rayon , il en 
résulte nécessùrement que la somme de deux quel- 
conques de ces arcs, qui serait la mesure de la somme 
des angles auxquels Us correspondent (1 io), doit sur-« 
passer le Mjj^ème. 

ago. i^^^wrollaire. Il suit de Jà que le plus court 
chemin Df4br aller d*un point à un autre sur la surface 
sphéisii(IIe, est l'arc du grand cercle déterminé par le 

{>lan qui passe par ces deux points et par le centre de 
a sphère ; car si l'on assignait pour plus court chemin 
entre les points A eXByJig, 148, une ligne AMNB , 
différente du grand cercle AB , qui passe par ces 
joints f que l'on prit un point M ;sur cette ligne ^ 



et que l'on tirât les grands Icercles AM et MB , ôîl 
aurait 

u^ikf+ifi&>^i? (u* précédent). 

Prenant entre i^/ et -5 le point A^, et menant les grands 
cercles MN ^tNB , on aurait encore ^ 

MN+NB>MB, 

et par conséquent 

AM-\-MN-!i-NB->AM-\-MB. 

En continuant ainsi y on voit que plus on s*approclie de 
la ligne AMNB ^ plus le chemin à parcourir poùi* àllef 
de A en B augmente ; â*où il est évident que AB est 
le plus court : et Ton n'en saurait trouver d*autre, 
car y par deux points quelconques de AB ^ il ne peut 
passer qu'un seul grand cercle^ puisque par ces 
points et le centre de' la sphère^ on ne peut men^t 
qu'un seul plan. 

J'ai supposé la ligne AMNB extérieure à tous les 
grands tercTes menés par deux quelconques de âes 
points ; thais si le contraire avait lieu , ainsi ^ù'on 
le voit dans la partie ^ponctuée MN' A , on ti- 
rerait les ^ands cerclés MN' et AN^ ^ et comme" 
on aurait 

AN'+MN'>AM^ 

il en résulterait encore 

AN'+MN'+MN+NB^AM+Mj^AB. 

29 1 . a**»* Corollaire, Il suit eùcore du 'même théo- 
rème que la somme des côtés d'un triangle sphériqucj 
est riioiildre que la circonférence d^un grand cercle ; 
car si on prolonge les côtés AI et AM du triangle 
Ï'IG. 147. MAI ^fig. i4y> jusqu'à ce qu'ils se rencontrent en B ^ 
on aura 

IM<:BM + BIi2i2)} 
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fc^outant de part et d autre ^J/+>^/, il viendra 

AM+M+IM<: BM+BI+AM+ AI, 

.or AM et ÈM forment la demi-circonférence ACB i 
tandis que AI et BI composent la demi-kîirconférenco 
AIB ^ égale à la première (a86) : leur somme compose 
une circonférence qui surpasse donc la somme des côtés 
du triangle MAL 

Il est facile de voir que cette proposition résulte aussi 
des numéros aaS et 2288. 

flga. Théorème, Si, par le centre d'un cercle quel-* 
conque DGFH , tracé sur la sphère , on élève une per-^ 
pendiculaire ,AE , elle palisera par le centre de la 
sphère , et la coupera en deux points , -^ et ^ , dont 
chacun sera également éloigné de tous ceux de la cir- ' 
eonférence DGFH. 

Démonstration, En effet, il est évident, par le nu-" 
méro aoOj que la perpendiculaire AE doit passer par* 
«ne suite de points tels, que chacun soit à égale dis^ 
tance des points de la circonférence DGFH y décrite 
du pied E de cette perpendiculaire , comme centre ; 
or le point O, centre de la sphère, ayant la mêjno 
propriété, doit par conséquent se trouver sur AE, et 
les points ^ et j5 , où AE rencontre la sphère , doivent 
^ être chacun à égale distance des points de la circon-^^ 
férence DGFH : bien entendu que la distance de tei 
derniers au point A n*est égale à leur distance au 
point B , que quand le point E tombe en O , ou qu'il 
.s'agit d'un grand cercle CILK, 

Il est visible que les aies AD , AG , AF, AH y pris suç 
des grands cercles qui sont nécessairement égaux, et quJT 
ont pour cordes les distances du point A y à chacuu.des 
pQïatB de la circonférence DGFH, sont égaux. 

393. Corollaire. U suit de ce. qui précède que le» 



s 



19a É L £ M E N s . 

points A etB peuvent servir à décrire le cercle DGFH; 
sans qu'il soit besoin de connaître son centre , placé dans 
l'intérieur de la sphère, puisqu'il suffit de marquer tous 
les points dont les distances au point A ou au point B'; 
mesurées sur la surface sphérique par les arcs de grand 
cercle AD et AG, onBD etBG^ sont égales à celle que 
l'on a choisie pour décrire le cercle proposé. 

Les points A et B se nommeni: en conséquence les 
pâles du cercle DGFHy et la droite AE en est Y axe. 

Q^4' Théorème. Le plan mené par un point de la sur- 
lace de la sphère , perpendiculairement au rayon qui 
passe par ce point, çst tangent à la sphère ; et récipro- 
quement le plan tangent à un point quelconque de la 
. surface sphérique , est perpendiculaire à l'extrémité du 
rayon. 

FIG. 149. Démonstration. Le plan AB^Jlg. i49 > étant perpen- 
diculaire sur le rayon OC^ au point C, a tous ses autres 
points plus éloignés du centre O de la sphère que ne Tesf 
le point C, puisque les obliquesquelconques OD, OEy etc. 
sont plus longues que la perpendiculaire OC (200) ; 
donc les points D ^ E , etc. sont hors de la sphère, et le 
plan AB n'ayant qu'un, seul point C de commun avec la 
surface de cette sphère , est tangent. 

Réciproquement le plan tangent à la sphère en C, ne 
peut être que le plan AB , perpendiculaire sur le rayon 
OC ; car ce plan n'ayant de commun avec la sphère que 
le point de contact C, et tous ses au très points étant plus 
éloignés du centre que celui-ci , il s'ensuit que le rayon 
O C est la plus courte ligne qpi'on puisse mener du centre 
sur le plan tangent, et que par conséquent il est perpen- 
diculaire sur ce plan. 

296. Théorème, Si l'on inscrit et si Ton circonscrit 

FIG. i5o àun arc quelconque a d du demi-cercle a dp^fig. i5o y 

deux portions de polygones réguliers ahcdet ABCD, 

ef qu'on fasse tourner le demi-cercle autour du diamètre 

■ cip ^ 
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np y avec les portions de polygones , il sera toujours pos» 
sible de rendre la différence entre Faire du corps décrit 
par la portion inscrite y et l'aire du corps décrit par la 
portion circonscrite^ aussi petite qu'on voudra. 

Démonstration, L'aire dû corps décrit par la portion 
de polygone abcd^ se compose de celles que décrit etk 
particulier^ chacun de ses côtés. Le premier ab décrit 
un cône enti^ , et les autres des troncs de cône ayant 
pour bases les cercles engendrés par les perpendicu- 
laires bcy cfy dgf abaissées, des points a y b, c, sut 
Taxe aO (aSj). L'aire de l'un de ces corps, de celui 
que décrit cd, par exemple , s'obtient en abaissant du 
milieu de ce côté sur^ aO , la perpendiculaire Iq, et est 

égale à cJx cire. Iq-y mais cette expression peut être, 
transformée en une autre , ne contenant plus le facteur 
cire. Iq , qui/change pour chaque cône. Pour cela l'on 
abaisse cr perpendiculaire sur i^^ on tire 10 y et les 
triangles^ dcr et qlO, semblables^ comme ayant les 
côtés perpendiculaires chacun à chacun (65)^ donnent 

cd\crMlO\lq: 

Mais cr est égal kfg et les circonférences dés cercles 
étant entre elles comme leurs rayons y on péiit substi- ^ 
tuer au rapport de lO à /^ celui des circonférences de 
cercle dont ces lignes seraient les rayons , et l'on aura 

cJ :^ :: cire. /O : cire. /qf^, . 

d'où l'on conclura 

cd X cire. /^==^>< cire. /O: 

donc l'aire du cône décrit par cd aura aussi pôùi^ exprès^ 

sion fgX cire. tO y c'est-à-<fire le produit de sa hau-*, 
tfiur par la circonférence du cercle inscrit au polygone, 
dont son côté fait partie. Il en est de même des aires des 
cônes décrits par les autres côtés et dont les hauteurs 
Céométrie. 6* édition N 
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sont efet€ie, La crrconférenct du cercle inscrit étant 
un factevr comiiHin à tontes ces aires ^ lenr somme , on 
l*«lr» du edFps décrit par la portion abcd du polygone 
inscrit , sefâ éonc égale à la somme des lignes^ ^ ef, ae ^ 
c'e8t--è-^iÉeàlapartîeâgfâe l'axe, comprise entre Tex- 
trémité a du premier côté , et la perpeni^culaire abais- 
sée sur cet axe par l'extrémité du dernier côté , mul^ 
tiglàè^^ par la circonférence du cercle inscrit > ou à 

ûg-Xcirc. /O. 

Par la même raison , l'aire du corps décrit par la por- 
ûotlABCD du polygone circonscrit aura pour exprès- 

sion AG X cire. LO, Cette dernière quantité surpassera 
toujours la première , d'abord parce que cire. LO sera 
toujours pKis grande que cire. lO , ensuite parce qne AG 
surpasse og-. En effet, on a . 

AG^aG+AaeÊag=aG + }ag, 

d'où il ré«uki9 

. AG-Tag:szAa'^Ggz=zDd'^Gg^ 

puisque ^a=Dcî; mais il est visible que Gg^Dd, 
et qu'on pçut rendre Aa ou Dd aussi petite qu'on vou- 
dra . en multipliant suffisamment le nombre des côtés 
des poîjgones : il en sera donc de même de la diffé- 
rence des. lignes Dd et Gg, nécessairement moindre 
que la plus grande de ces lignes. Par conséquent AG 
surpassera toujoiHi ag, et pourra* en approcher d'aussi 

près qu'on voudra (^). Dans cette circonstance LO 

^ ' ■ ■■ ■ 

(*) Le triangle DOC dimne (-5^ 

ce qui prourc encore que Gg^Dd, puisque ^O n'est que Tum 
des cotât du triangle rectangfe dont dO est Thypotenuse. De 
ftnêf y P^^ S «tam Pextiifmitd commune de, tomes les portions âm 
po^gones inscrits à Pare ciJ^.ks' ligues gO etdO ne cliangent point 
non plj9s ^ue leut lappori « Gg diminue donc en mêioM t«Bips 
qnc'jÔJ. 
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«t tO s^approchanti^alemeiitdeplus en plus, ciré. LO 
dilFère de moins en moins de cire. lO: on pourra donc 

rendre la différence jTG X cire. LO —7 ^g x cire. IQ 
moindre qu'une grandeur donnée, quélq^ue petite qn'ell^ 
soit > en considérant cette différence comme celle d^ 
deux rectangles dont les bases et les hauteurs peuvent 
être aussi près que Ton voudra de Tégalité. 

396. Corolthire. L'expression AG — c^^szDd'^ 
montre aussi que ./^G^diminue en même temps que i 
car la hauteur ag est commune à tous I^ss polygohiéè 
inscrits à Tare ad ; LO demeurant àtissî te même, 
il en résulte que T^ke du corps décrit par la por* 
tion ABCD dimisine «ea se rapprochant de la q)Ûre. 
I^'augm^ntatioâ de 20 dans la. même cîrconBtancff'^ 
prouve que* Vùsû du dorpis décrit paf « bed âugmeafti 
dors, et qae pat.Qoméqiitntf'l'ain dti. \sl portiond» 
sphère décrite par Falas a£J, estmaindkre>q[ue celle; dm 
premier de ces* cofç^ » et plus grande* que cellet dit 
second. H suit de U qu'oir peut assigner deisx corps de 
ce genre, dont Tair^ diffère a;ussi pea^ire Von voudra 
de celle de la portion de sphère décrite par l'arc cdA, 

297 . Théorème, L'aire de la portioVde sphère corres- 
pondante à Fanr aLâ\ bu dé Ik cahiÙe^Kérique'àècnt^ 
par cet arc, esté^plsà kcitood^]yéeé*im grand^cercte^ 
«lukipbée parla paMMr<ig>, eonprise éntrisriextrémké a 
de V»(e ap et la^perpcôdiculaire dgj abaissée de l'autre 
j^xtsémité , c'est -ri r-dire^à ag X cirp; LO\ 

Démonstration. $^it..¥Uviaie:m«9irfr de Cette aica; 
en la comparant à ceUç du corps, décrit pait.la.pûrtioA4# 
polygone circonscrit ABGDyOmaaat^ lefitrois^quân^til 

'ÂGXcixù. £0,"^X cire. i&Ov elr X\ 
\A première étaiat toujours plus gtande' que les deux 
antres , dont elle peitt approche^ d'aussî près que l'on 
tsoudra, on en osMiitt'a, parle n^ r86, 

Na 
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X = ûgX cire. jLO. 

âqS. Corollaire. Il suit de là que Taire de lasphérg 
entière est égale à soi! diamètre multiplié par la circon- 
férence d'un grand cercle , ou à ap X cire, LO. En effet^ 
le théorème précédent s'applique au quart de cercle 

oLm , et donne aOx cire. LO pour Taire de lademi-: 
•phère qu'il engendre en tournant autour de Taxe aO ; 
pour le second quart de cercle pnm , on a de mêmfi 

pO X cire. LO : la somme de cette quantité et de la 
précédente , est 

(oO + pO) cire. £iO.=apX cire. LO, 

En général. Taire d*ane portion quelconque de lasnr- 
face sphérique y comprise entré deux plans parallèles , 
0n d'une zone, est égale â la hauteur de cette zone, on 
âla distance perpendiculaire ^es plans-qui la terminent^ 
multipliée paria circonférence d*tm grand cercle ; èar 
•i.de.la calottetdéorite par Tare aLm, et dont T«re est 

mesurée parâOX cire. LO > on retrahclie la calotte 

décrite par Tare aLd, et dont Taire est mesurée- par 

— ^ ■. ..' 

^ X cire. . LQ ^ on aura 

(aO— ag)çirc. LO = Oi^x;cirp, LfiT, . 

pour Taire de. la zone décrite par Tarcrcbn; 

On trouverait d'une manière anaJbgue^ que. la zone 

décrite par Tare mndoitêtre exprimée par ^xcircLO; 
et en ajoutant ce produit à O^x drc.'LO , on aurail 
dans le résultat <Oo+ Og) cire. LO = J^x eirc.LO, 
Texpression de Taire de la zone décrite par Tare dmn \ 
laquelle comprend le centre de la sphère. 

2199. a« Corollaire. Il suit encore de ce qui précède, 
que.Taire de la surface sphérique est quadnipléde œUè 
de soft grand cercle ; car Taire de ce dernier est expri^ 
meeparii CR, si Ton désigne sa circonférence p^r C et 
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iOii'rayon par A (187) ; mais nommant Ùle diamètre , 
on aura iR=4 />, et par conséquent * il = 7 />', d'où, 
on tirera \ CD , pour Taire du grand cercle , résultat qui 
m^est «n effet que le quart du produit CD , par lequel se ' 
mesure Taire de la sphère (n^ précédent). 

3oo. Théorème. L'aire de là portion ACBIA^fig. i47> ^IG. 147* 
comprise entre deux grands cercles qui se coupent ^ et . 

que Ton' noraxue fuseau sphérique , est à.la surface de la 
q;>hère, comme Tare CI du cercle CILK perpendiculaire 
à Tintersection commune des plans BCA et BIA , est à 
sa circonférence , ou comme Tangle plan qui mesura 
leur angle dièdre CABI, est à quatre droits. 

Démonstration. La proposition, est évidente lorsque 
Tare CI est partie aliquote de la circonférence CILK ; 
car 9i Ton conçoit cette circonférence divisée en eSFet 
dans ses parties aliquotes^ et que par les points^ , B et 
parles points de division, on mène des grands cercles ^ 
la- surface sphérique ser^ partagée en autant de fuseaux 
égjaLuxèiACBIA^ que le cercle CILK contient de par- 
ties , puisqu'il est visible que deux fuseaux de la mém» 
sphère sont égaux lorsque Us plans des cercles qui les 
déterminent font respectivement le même angle dièdre. 

Lorsque Tare CI n'est pas aliqjaote de la circonffr* 
rence , on prouve > par un raisonnement analogue àcislui 
du n® 1 09 9 que le rapport du fuseau ACBIA à la sur- 
face entière de la sphère , ne peut être ni moindre ni 
plus grandque celui de l'arc C/à la circonférence C/LiT. 

Le plan CILK étant perpendiculaire à la droite AB, 
Tangle plan CO/ mesure évidemment Tangle dièdre 
CABI; et puisque le rapport de cet angle à qViatrë 
droits est le même que celui de Tare CI qui le mesure, 
avec la circonférence CILK (110)^ il s'ensuit néces- 
sairement que Tangle COI est à quatre droits comme 
l'aire du faèeau ACBIA est à celle de la sphère. 

N 5 
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. Sgi. néàrême. L'aire d'un trianglis sphériqna utik 
oelle de la sfAère entière, comme la diiKrence entre la 
aomme des trois angles dièdres formés par Ie9(Cercles qui 
cDnotposent ce Man^e et deux angles droits , est i huit 
angles droits. 

Démonstration, Les trois cercles jéCBL, CfLK et 
MJFK , qui forment le triangle sphérique CIM , par- 
tigient la surface ^hérique en huit triangles^ parmi les- 
quels CKM et FJL sont égaux ^ ainsi que l'on peut 
/•en convaincre en remarquant que les angles trièdrea 
OCKM et OFiL, auxquels ils correspondent (a88 ) , 
ont toutes leiûrs parties égales (^*), Cela posé ^ eu dé-* 



mn^' 



' (*} L'<?gàlite' des parties de ces angles trièdres proaTe bien celle 
4es péities des tmng^es sphériques ; mais il ^t facile de toit qu« 
In obxé* de ces triantes ne sont pas assemblas de la même manière^ 
et qu'on ne peut par conséquent les appliquer Tun* sur Tautre* 

Cavalleri , à qui on doit la proposition d^lessus ( Dirçctoriumge* 
neraleuranometricum fJSononiœy i63a, pag. 3i6),etles auteurs 
qui lV)nt suivi , ont regardé Tcgolité des triangles spbériques doiit 
Ks t:6tés sont égaux chacun à chacun , comme analogue à celle des 
triangles rectiligneS' 9 sans faire attention qu^on ne pouvait pas re« 
tourner la surface sphérique comme le plan; mais au fond, cette 
difficulté est plus apparente que réelle, et il y a plusieurs manières 
de se convaincre de Tégalité des àircs des triangles dont il s'agit: en 
tt>ici d'ailleurs une dëmonstration. 

Si par ks«ommets des angles de chacun des tciavgles proposés « 
«Ml fait passer un cercle , et que par son pôle on mène des arcs 
de grand cercle aux angles des triangles proposés , ces arcs seront 
égaux ( 293 ) 5 on formera par ce moyen sur chaque oôté des triau'* 
gies proposés , un triiAglc sphérique isocèle. Les triangles rocti-- 
lignes -fonmés par les oerdes des côtés des triantes sphériques pro« 
pqsés étant égaux (99), I^ cercles dont on vient de parler, seront 
autsi égaux (119), et auront leurs pAIes placés aux mêmes distances 
de leur drcouférence ; par conséquent les trois triangles sphériques 
isocèles du premier des triangles proposés , ^seront évidennneni 
égaux aux trois ■ du ^^cond, chacun ii chacun , et 11» aises des trianglefi 
proposés seront fonaéœ d« U même manièfe «vec celles de$ Qouvçiiiia 
triun^Ies^ 
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«gnant la surface de la sphère par S, et Tangle iStmt 
par D , Y aire du fuseau ICKMIèxaai pout expression 

5 X ^gf^^^ (n° précédent); 

ttt comme ce fuseau est composé des triangles CIM et 
CAJIf , on aura 

Taire du fuseau MJFAM étant 

S X ang. IMFA 

©n trouvera 

4^ 



enEnle fuseau CILBCy dont Taire est ex^itimée par 

.S X ang. /CLJg 

4S ^* 

donnera 

Mais ^ Ton met à la place du triante CKM son égal 
F/£, et qu'on ajoute ces expressions, en observant qtte 
CIM+ CIF+FIL+MIL composent la moitié de la 
surface sphérique , située en avant du plan ACÉL, ou 
F hémisphère lACBL, il viendra 

Les trois angles dièdres CIKM, JMFui, ICLB, sont 
évidemment ceux que forment entre eux les plans des 
côtés du triangle sphérique CIM \ et pour abréger^ je 
les désignerai par une seule lettre de leuraréte , savois^ 
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celle qui se trouve à l'intersection des deux côtés dn 
triangle : de cette n^anière , Jes angles CIKM, IMFA , 
JCLB , seront respectivement les angles /, M, C, et 
par conséquent 

Retranchant de part et d'autre | «9 ; on obtiendra 

réduisant ensuite au même dénomînateurtonsles termes 
de cette expression de siCMI, et prenant la moitié du 
résultat j il viendra 

ce qui donnera. 

CMi: s :: i+m+c—îxd : 8i>(*). 

3oa. Théorème. La différence entre les volumes des 
FIG. i5o. corps engendrés parlesportionsaicrfet^-5CD yfig. 1 5o , 
des polygones réguliers inscrits et circonscrits à Tare 
CLLdy pendant la révolution de cet arc autour de l'axe 
ap y et terminés par la surface conique déente ^ dans la 
même circonstance ^ par la droite DO , peut devenir 
aussi petite qu'on voudra^ lorsqu'on multipliei^ suffi* 
samment le nombre des côtés des polygones. 

Z>emo7wtraf ion. En tirant des rayons BOy CO, ou 
voit que le corps engendré par la figure abcdO , en 
tournant autour de l'arc aO , se compose de ceux 
qu'engendrent les triangles oiO , bcO ^ cdO , et qu'il 
faut évaluer séparément. Cela posé^ si on abaisse sur 



{*) Les angles/, iRf et Csont les angles mêmes dn triangle sph^ 
rique ( Fhfézle TrahëEIémentairedË Trigoncnétricetd'appUcaH 
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oO la perpendiculaire be, oi^ reconnaîtra que la corde 
ab et le rayon Ob , en tournant autour de aO , engen- 
drent deux cônes 9 ayant Tun et l'autre pour base le 
cercle décrit par la perpendiculaire be, La somme de 
leurs volumes ^ ou le volume du corps engendré par le 

triangle abO y sera donc exprimée par j aOX, cerc. be 
(j2j5). Cette expression se transforme en une autre où 
ne se trouve plus le cercle be, en observant que Taire 
du cône engendré par la corde ab a pour e:^re^ion 

5 ai X cire, be (271) , ce qui revient à 

^X"SBXâ6(i55); 
mais on a aussi 

cerc. ie=TXic ( 188) : 
il résultera de là 

aire du cône ab l cerc. Je : : t X be^ab : ^Xie , 
ou M ab * be, 

en divisantles deuxtermesdu second rapport par t X be. 
Si maintenant on abaisse Oh, perpendiculaire sur ab, 
et que Ton compare entre eux les triangles abe et 
ahO , semblables > puisqu'ils sont rectangles l'un et 
l'autre^ et qu'ils ont de plus un angle commun en à ^ on 
obtiendra la proportion 

ab : be :: aO l Oh, 
où se trouve encore le rapport abl be; ainsi 

aire du cône ab l cerc. be II aOl Oh, 
et par conséquent 

cerc. fce=.— TT X aire du cône ab. 
aO 

Par le moyen de cette expression, le volume du corps 

CQgendré par le triangle'aiO , et égal à j aO X cerc. ie^ 
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deviendra 

j OA X aire du cône oj», 

d'où 3 résulte que le volume d'un corps décrit pajr 
iin triangle qui' tourne autour de l'un de ses côtés 
aO , a pour mesure le tiers de Faire du cône engendré 
par l'un de ses deux auttes côtés, multiplié par la per^ 
pèjidiculaire abaissée sur ce côté, de V angle opposé. 

A regard du second triangle bcO^ il faut prolonger 
*ftc jusqu'à la rencontre de tO\ et d'après ce qui pré- 
cède , le volume du corps engendré par le triangle ctO 

étant j Oi X aire du cône et , tandis que celui du corps 

engendré par le triangle btO est | Oi X aire du cône bt, 
la diiFérence de ces expressions , ou la mesure du corps 
engendré par le triangle bcO , sera visiblement égale à 

I Oi X la différence entre l'aire du cône cf et celle du cône 
bty différence qui est précisément l'aire du cône tronqué 
décrit par le côté bc. Les mêmes raisonnemens prou-* 
veraient aussi que le volume du corps engendré par le 

triangle cdO , est mesuré par | Oi X aire du cône tron- 
qué décrit par cd. En continuant ainsi de proche en 
proche , et en observant que les perpendiculaires Oh , 
Oi , O/, etc. sont toutes égales^ on voit que , quelque 
soit le nombre des côtés ai, ôc, cd, etc. le volume du 
corps engendré par cette portion de polygone aura 

pour mesure | o7 X la somme des aires décrites par 
les côtés ab , bc, cd, etc. ou par l'aire tot^e du corps 
proposé. 

En appliquant ce résultat au polygone circonscrit 
ABCD , on trouvera que le volume du corps qu'il en- 
gendre est égal à J OL X son aire ; et comme il a été 
prouvé (agS) que les aires de ce corps et du corps 
• inscrit correspondant, peuvent s'approcher d'aussi près 
, qu'on voudra , tandis que la différence des apodiêmes 
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OL^t Ol diminue sans cesse y il en résulte évidemment 
tfi% leurs volumes tendent aussi.sans cesse v^rs Tégalité^ 
€t peuvent en approcher d'aussi près qu'on voudra. ^ 

3o3. Corollaire, Il est visible que le corps décrit par 
le.'fiectettt' drçulaire aLdO, et qu'on nomme le sec-- 
teur sphéfique , est ipoindre *que le cdps décrit par 
la portion -de polygone circonscrit, et plus ^andque 
celui qufeilécrit le polygone inscrit; il suit donc du tkéo- 
l^ême précédent que la différence entre le volume du 
premier corps , et celui de l'un quelconque des deux 
autres, peut ^e rendue aussi petite que l'on voudra , 
en multipliant suffisamment les côtés des polygones. 

5o4* Théorème, Le volume d'un secteur ^hérique 
est égal à l'aire de la calotte sur laquelle il s'appuie^ 
multipliée par le tiers du rayon., ou à | SR, S désignant 
cette aire , :et jR le rayon. 

Démonstration. Si P représente l'aire 4u corps en- 
gendré parla portion de polygone circonscrit ABCD , 
le volume de ce corps sera 

PX 7^,ou|PR(3oa); 

nomma&t à Tordinaire X la vraie mtesure du volume du 
aecteur spnérique, on aura les trois quantités r PR^ 
j SR , et Xy placées dans les circonstances du -or iB6, 
et Ton en conclura nécessairement X=z j SR. 

n est évident que l'on connaît par ce résuhat le wv- 
lume du secteur sphérique , puisque son aiiB S est celle 
de la calotte décrite par l'arc ad. 

3o5. i«r Corollaire. II. suit de là que le volunede la 
^^re «st égal à son aire multipliée par le tiers 'du 
rayon , puisque si l'on prend au lieu de l'arc 4ti ,3e quart 
de la circonférence , ou am , le secteur sphérique de-^ 
viendra égal à la demi-spbère , parce que le rayon mO , 
perpendiculaire sur aO , décrira un plan qui partagera 
la sphère en deux également; et l'on aura pour la 
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on aura 

ÇCSX cerc. AC: ^CSX cerc. jtC :: AS : 2^^ 

proportion dont les deux premiers termes expriment les 
volumes des cônes proposés^ SADB ^ SA^DfB^ (ayS). 

3io. Théorème, Les aires de deux cytindreasembla-^ 
blés, sont comme les quarrés de leucs côtés ^ et leurs 
volumes conune les cubes. 

Démonstration, i"". En multipliant par otdre les deux 
proportions 

me. 144. cira ACl cîro. ac t: AAf laxi ^fig. i44f 

AA! \a(£llAA' :adiZo«), 

îl en résultera 



AA' >C,c\ic,Ae\ aa><ct.ac i:\Ajtl eut r 

proporHon: dont les deux* premiers termes expriment 
les aire» dfes cylindres proposés ( 280 ) . 

â^. Si on multiplie par ordre les deux proportions 



cerc. AC : cere. ac \\ AA! Z tta' , 

AA! : ad :: AAt : oc-, (3b8) • 
on aura 

u^^'Xcerc. AC\ aa X cerc. ac V. AA! ! ad , 

proportion dont les deux premiers termes expriniëiit les 
volumes des cylindres proposés ( fl83 ) . 

3i 1 • Théorème, Les aires de deux sphères sont comme 
les quarrés. de leurs rayont ou de leurs, diamètres, et 
leufjS volumes rconune le3 cubes de ces mêmes- lignes. 

Démonstmûon, Soieul^/iet Bl les rayonsdes^splières 
proposi^s^} Z^ etD' leurs diamètres , S tt S^ leufs aires , 
C et des circonférences de leurs grands cercles ; on 



aura , 1'. 
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De la comparaison des corps ronds. 

3bS. Les corps ronds semblables sont ceux qui sont 
engendrés par des figures semblables; tels sont les cônes 
SADB etSA'irB'.fig.iio, engendrés parles triangles ^^^•'*^' 
•cmblàbles JfCS, Jt CS. 

Il suit du n^ 267 que les côtés > les hauteurs et les 
circonférences des bases des cônes semblables, sont 
proportionnels y et que les aires de leurs bases sont 
comme les quarrés de leurs lignes homologues. , 

"Le^ty^nàrts ADB^fr/B'et adbdd;b' ,Jig. i44/^^"'** 
fengendréa par les rectangles semblables ACCA' , 
ace ci , sont aussi semblables ; et la simiUtude de ces 
figures donnera encore les rapports égaux 

^A : ùd W AC : ac :: cire AC : cîrc. ce, 

-. . . AA'. : ad ZlAC : ac II cerc.ACl cerc.cc. 

Enfin, les cercles étant des figures semblables, le$ 
sphères ^nt ^uasi des corps semblables. * 

309. Théorème. Les aires des cônes semblables sont 
comme les quarrés des côtés de ces cônes, et leurs va- 
lûmes comme ^s cybes de ces mêmes côtés. 

Démonstration. 1^. Si on multiplie par ordre les djBux 
proportions 

cire. AC : cire. A" Cy.: AS l A'S.fig. 140, fiG. i4«j 
i AS i ~ jtçi*^i AS \ A^, 
il viendra 

llS>:àrc.AC: ^^Kcirc.jfC nZÎS^lÂFs^, 

proportion dont les deujc^emieirs termel expriment les 
aires des «ônes SADB «t SADfB' {^vjt ). 

9*. Si on niultiplie par ordre les deux proportions^ 
cerc. AC \ cerc. AC \\ 'aS* l AS* , 



5lo8 létEMENS DE GlEOMéTRIS. 

lé Complément des Ëlémens de Géométrie, envisagé»: 
dan^ toute leur étendue^ pourront recourir aux Essais 
de Géométrie sur les plans et les surfaces courbes ( où 
Ëlémens de Géométrie descriptive ) ame édition. 

Quant aux corps réguliers ^ oîi polyèdres terminés par 
des polygones réguliers égaux , formant des angles 
dièdres égaux ^ ils sont traités avec beaucoup de détail 
dans la^Géométrie de Légendre. Je me bornerai à ob- 
server ici que le nombre de ces corps ne peut surpasser 
cinq y et qu'ils ne peuvent être formés que par des 
triangles équilatéraux, ou des quarrés , ou des penta- 
gones. Cela se prouve en observant que puisque la 
somme des angles plans qui composent un angle po- 
lyèdre doit être moindre que quatre droits (^îi6) , on ne 
peut^ avec trois hexagones seulement^ former un angle 
trièdre; caria somme des trois angles plans serait alors 
égale à quatre droits ( 8a ) : à plus forte raison ne sau- 
rait-on employer plus de trois hexagones ou des poly- 
• gones d'un plus grand nombre de côtés. D'après ces 
principes , on voit que l'on peut assembler trois , 
quatre ou cinq triangles équilatérauxpour former chaque 
angle polyèdre ^ et seulement trois quarrés ou trois 
pentagones, ce qui fournit en effet cinq corps. 

Celui dont les angles sont trièdres et les faces trian- 
gulaires, est le tétraèdre régulier , formé de quatre 
FIG. iDi. triangles équilatéraux,^g'. i5i. 

l:^ octaèdre régulier a ses angles tétraèdres, et est formé 
FIG . 1 52, par huit triangles équilatéraux ,fig, 1 5a . 

Uicosaèdre a ses angles pentaèdres , et est formé par 
FIG. i53. vingt triangles équilatéraux, ^g*. i53. 

U hexaèdre ou cube'a ses angles trièdres, et est formé 
FIG. 154. par six quarrés égaux ,Jig' i54. 

, Le dodécaèdre a aussi ses angles trièdres^ et est formé 
tld, i55. par douze pentagones ,^g. i55. 
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